(o SZAKKOR

Polinomok bevezet6
Borbényi Marci szakkore

Elmélet

e Gyokok kiemelése, szamuk

e Viete-formulak

e Elemi szimmetrikus polinomok

e Szimmetrikus polinomok alaptétele

Feladatok

F/1.
F/2.

F/3.

F/a.

F/5.

F/6.

F/7.

Mik azok az (a,b) valés szamparok, amikre a + b = 10 és ab = —87

Hogyan irnad fel P(zy,x9,23) = @7 + 23 + 23 polinomot elemi szimmetrikus polinomok
polinomjaként?

Legyenek o, 8, és v az * —x — 1 = 0 polinom gyokei. Mennyi 1+2 + % + }J_’—z?

Legyenek a, b, ¢, d kiilonb6z6 szamok, amikre

1 1 1 1
a+b+c+d=0 é —+—-4+-+-=0.
a b ¢ d
Bizonyitsd be, hogy van ketts, melyek 6sszege 0.
Legyenek az z* — 2% — 2% — 1 polinom gydkei 2, 20, 23, és 24. Mennyi P(z1) + P(22) +
P(23) + P(24), ahol P(z) = 2% — 2° — 2° — 22 — 27

Az 23 — T2? + 3z + 2 polinomnak az r < s < t irraciondlis szdmok a gyokei. Tudjuk,
hogy egyértelmten léteznek A, B, és C raciondlis szamok 1gy, hogy 2% + Az? + Bx + C
polinomnak r + s gyoke. Mennyi A + B + C?

Legyenek a, b valosak, a # 0 és legyen
P(z) = az" — 4az® + (5a + b)a® — 4bz + b.

Bizonyitsd be, hogy P(z) polinomnak pontosan akkor van 4 valés gyoke, ha a = b.
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F/8.

F/9.

(Raconidlis gyokteszt) a) Legyen P(z) = a,a" + ap 12" ' + -+ + a1x + ay € Z[x]. Bi-
zonyitsuk be, hogy ha valamely p, g relativ primekre P (g) = 0, akkor plag, q|ay,.

b) Bizonyitsd be, hogy ha egy ¢ racinélis szam gyoke egy 1 fGegyiitthatos egész polinom-
nak, akkor ¢ egész.

Legyenek a, b, ¢ egészek, amikre az

ab ac be

Osszeg is egész. Bizonyitsd be, hogy az

szdmok is egészek.

F/10.

F/11.

F/12.

Legyen P(x) egy n foka polinom tugy, hogy P(k) = kiﬂ minden k£ = 0,1,2,...,n esetén.
Mennyi P(n + 1)7
Legyen P(z) egy 2011 foku polinom, amire P(1) = 0, P(2) = 1, P(4) = 2, ..., és

P(22911) = 2011. Mennyi x! egyiitthatoja P(x)-ben?

(Lagrange interpoléacio) Adottak ag,aq, ..., a, killonb6zs valos szamok.

a) Minden i € {0,1,...,n}-re konstrualjunk olyan P;(z) polinomot, amire P;(a;) = 1,
Pi(aj) =0hai#j.

b) Adott by, by, .. ., b, szamok esetén konstrualjunk olyan P polinomot, amire P(a;) = b;.
Irjuk le képlettel. Ez Lagrange interpolacios képlete.

c¢) Van-e masik maximum n foka polinom, ami ezeken a helyeken ugyanazeket az értékeket
veszi fel?

F/13.

F/14.

F/15.

F/16.

(Schur-tétel) Bizonyitsd be, hogy minden egész egyiitthatos P(x) € Z[z| polinom esetén
a {P(1),P(2), P(3),...} halmaznak végtelen sok primosztoja van.

Legyen P(x) egy egész egyiitthatos polinom. Bizonyitsd be, hogy barmely a,b egész
szamra a — b|P(a) — P(b).

A P(x) € Z[x] polinom olyan, hogy harom kiilonb6z6 egész helyen +1 értéket vesz fel.
Bizonyitsd be, hogy nincsen egész gyoke.

Mik azok a P(X) polinomok, amikre az z = 1,2,...,2021 helyeken az 1,2,...,2021
értékekeket veszi fel, valamilyen sorrendben?
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Lekots feladatok

N/1.

N/2.

N/3.

N/4.

N/5.

N/6.

N/7.

N/8.

Legyen P(x) = a,x" + ap_12" ' + -+ + ap. Bizonyitsd be, hogy barmely valos h és A
esetén

zn:(—l)""“ (Z) P(A + kh) = aynlh”.

k=0

Legyen P(z) = a,z" + -+ + a1z + ap € Q[z] olyan polinom, hogy minden egész helyen

egész értéket vesz fel.

a) Bizonyitsd be, hogy nla, € Z.

b) Bizonyitsd be, hogy léteznek co,c1, ... ¢, egész szamok gy, hogy p(z) = ¢, (%) +
z—1)...(x—k+1)

1 (7)) + -+ al(]) + o, ahol (F) = I(T minden egész k-ra és valos x-re.

Egy szamot algebrainak neveziink, ha egy nem konstans raciondlis egyiitthatés polinom
gyoke. Bizonyitsd be, hogy két algebrai szam 0Osszege, szorzata is algebrai.

Legyen P(z) € Z[z] ugy, hogy P(n) > n minden pozitiv egész n-re. Legyen x; = 1 és
Tpy1 = P(xy) minden k € {1,2,...} esetén. Illetve azt is tudjuk, hogy barmely m esetén
van a sorozatnak egy eleme, ami oszthaté m-mel. Bizonyitsd be, hogy P(z) = = + 1.

Legyen P(z) egy egész egyltthatos, n > 1 foka polinom, és legyen k egy pozitiv egész.
Tekintsiik a Q(z) = P(P(... P(P(x))...)) polinomot, ahol P k-szor fordul els. Bizonyitsd
be, hogy legfeljebb n darab olyan t egész szam van, amire Q(t) = ¢.

Legyen by =0, by =2, b3 =3, b, = b,_s+ b,_3 han > 4. Bizonyitsd be, hogy minden p
primszamra p)|b,,.

Legyen F), az n-edik Fibonacci szam és legyen P egy 990 fokii polinom, amire minden
k€ {992,...,1982} esetén P(k) = Fj. Bizonyitsd be, hogy P(1983) = Fjgg3 — 1.

Legyen P egy egész egyiitthatos polinom, és legyen p egy prim ugy, hogy f(0) =0, f(1) =
1, f(k) =0,1 mod p minden k € Z esetén. Bizonyitsd be, hogy a fok legalabb p — 1.
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Polinom bevezetd
Borbényi Marci szakkore

HAazi feladatok

Beadasi hatarid6: 2024. marcius 3. (vasarnap)

HF /1. Legyen P(z) egy n-ed fokt polinom tgy, hogy P(k) = 2F minden k = 0,1,2, ..., n esetén.
Mennyi P(n + 1)?

HF /2. Legyenek a, b, ¢ valos szamok. Bizonyitsd be, hogy

A+ +=(a+b+c) = d+0"+° =(a+b+c).

HF /3. Legyen P(x) € Z[z] ugy, hogy valamely k egész értékre P(P(--- P(k)---)) = k, akkor
P(P(k)) = k.
HF /4. Bizonyitsd be, hogy nincsenek péaronként kiilonbozs a, b, ¢, d szamok tugy, hogy

a® —bed =b0® — cda = & — dab = d® — ade.
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