Hungarian (hun), day 1

2022. jilius 11., hétfs

1. feladat Oslo bankja kétféle tipusi érmét bocsat ki: aluminiumot (jele A) és bronzot (jele B).
Mariann elott n aluminiumérme és n bronzérme van egy sorban elrendezve valamilyen tetszéleges
kezdeti sorrendben. Lancnak nevezziik egymast kozvetlentil kovetd, azonos tipusi érmék tetszoleges
sorozatat. Rogzitett k < 2n pozitiv egész szam mellett Mariann ismételten végrehajtja a kovetkezo
miiveletet: meghatarozza a leghosszabb olyan lancot, amely tartalmazza a balrél szamitott k-adik
érmét, és az ezen lanchoz tartozd 0sszes érmét atteszi a sor bal szélére. Példaul, ha n =4 és k = 4,
akkor az AABBBABA elrendezéshbdl kiindulé folyamat:

AABBBABA - BBBAAABA - AAABBBBA — BBBBAAAA — BBBBAAAA — ---.

Hatérozzuk meg mindazon, 1 < k < 2n tulajdonsigi (n, k) parokat, amelyekre minden kiindulasi
elrendezés esetén lesz olyan pillanat a folyamat soran, hogy a balrél szamitott elsé n érme mind
azonos tipusu.

2. feladat Jelolje RT a pozitiv valds szdmok halmazat. Hatdrozzuk meg mindazon f: Rt — R*
fiiggvényeket, amelyekre minden x € R™ esetén pontosan egy olyan y € R 1étezik, hogy

zf(y) +yflx) <2

3. feladat Legyen k pozitiv egész, és legyen S paratlan primszamoknak egy véges halmaza. Bi-
zonyitando, hogy (elforgatastol és titkrozéstdl eltekintve) legfeljebb egyféleképpen lehet az S elemeit
egy kor mentén elrendezni gy, hogy barmely két szomszédosnak a szorzata 22 + x + k alaki legyen
valamilyen pozitiv egész x-szel.
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4. feladat Legyen ABCDFE olyan konvex 0tszog, hogy BC' = DE. Tegyiik fel, hogy az ABCDE
6tszog belsejében 16v6 T pontra TB =TD, TC =TFE és LZABT = /TEA. Messe az AB egyenes a
CD és CT egyeneseket a P, illetve () pontban. Tegyiik fel, hogy a P, B, A, () pontok az egyenesiikon
ebben a sorrendben helyezkednek el. Messe az AE egyenes a C'D és DT egyeneseket az R, illetve S
pontban. Tegyiik fel, hogy az R, E, A, S pontok az egyenesiikon ebben a sorrendben helyezkednek
el. Bizonyitandé, hogy a P, S, (), R pontok egy korén vannak.

5. feladat Hatarozzuk meg mindazon, pozitiv egészekbdl allé (a, b, p) szamharmasokat, amelyekre
p prim és
a? = bl + p.

6. feladat Legyen n pozitiv egész. Skandindv négyzet egy n x n méretii tdbla, amely 1-tél n2-ig az
Osszes egész szamot tartalmazza gy, hogy minden mezoben pontosan egy szam all. Két kiilonboz6
mezot szomszédosnak tekintiink, ha van kozos oldaluk. Ha egy mezének minden szomszédjaban
nagyobb szam all, mint 6benne, akkor vélgynek nevezziikk. Kaptato egy sorozat, amely egy vagy
tobb mezo6bdl all gy, hogy

(i) a sorozat elsé mezdje egy volgy,
(ii) a sorozat minden tovabbi mezdje szomszédos az 6t kozvetleniil megel6z6 mezdvel, és
(iii) a sorozat mezdiben &ll6 szamok novekvé sorrendben vannak.

Adott n esetén hatarozzuk meg egy skandindv négyzetben 1évé kaptatok szamanak legkisebb lehet-
séges értékét.
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