Olimpiai szakkor (2023. februar 3.)
Szamelmélet: mod p rend, LTE lemma,

1. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok n természetes szamra teljesiil n | 2™ + 1.

2. Legyenek a,n > 2 egészek. Bizonyitsuk be, hogy n | ¢(a™ —1). (Itt ¢ az Euler-féle
fi-fliggvényt jeloli.)

3. Legyen n > 1 egész. Bizonyitsuk be, hogy 22" 4+ 1 minden osztdja k - 2"+ 4 1
alakd valamilyen egész k-ra.

4. Igazoljuk, hogy egy p primre és n pozitiv egészre ha p || 2" — 1, akkor p || 2P~ —1.
(Definicié: Egy p primre, valamint k pozitiv egészre és a egészre p* || a azt jelenti,
hogy a primtényezds felbontasaban p kitevGje pontosan k. Ezt Gigy is szoktak jeldlni,
hogy v,(a) = k.)

5. (Lifting the Exponent lemma, fGeset) Legyenek = és y egészek, n > 1 egész,
és p > 3 prim, melyre p | x —y, de p ¥ x és p 1 y. Ekkor bizonyitsuk be, hogy
vp(x" —y") = vp(x —y) + vp(n).

A Lifting the Exponent (LTE) lemma allitasa: Legyenek z és y egészek, n > 1
egész, és p prim, melyre p{ z és pty. Ekkor

e Ha p paratlan prim és p | x — y, akkor v,(z" — y") = v,(x — y) + v,(n).

e Ha p paratlan prim és p | © +y és n paratlan, akkor v, (2" +y™) = v,(x +y) +

vp(n).
e Hap=2¢és2|x—y ésn paros, akkor vp(z" — y") = vz — y) + vo(z +y) +
va(n) — 1.

e Ha p=2¢és2|x—y ésn paratlan, akkor vg(z" — y") = ve(x — ¥).
6. Legyen k pozitiv egész. Mely n pozitiv egészekre lesz 3% | 2" — 17

7. Mely n pozitiv egészekre léteznek x,y, k egészek tugy, hogy (z,y) = 1, k > 1 és
3" = ok 4 k7
8. Mely a,b > 2 egészekre teljesiil, hogy b¢ | a® — 1?

9. Legyen n pozitiv egész és p > n+1 prim. Igazoljuk, hogy p | 1" +2"+...+ (p—1)".

10. Minden p primre adjunk ¢ primet, hogy ne létezzen a egész, melyre q | a? — p.



