Olimpiai szakkor, 2022. marcius 11.

(1) a) Feloszthato-e az egész szamok halmaza 5 tagi szamtani sorozatokra ugy,
hogy minden sorozat differencidja kiilonbozé legyen?

b) Es tgy, hogy minden differencia (1,2,3,4,...) pontosan egyszer forduljon
els?

(2) A sik Osszes pontjat kiszineztiik 100 szin valamelyikével. Igaz-e, hogy min-
denképpen keletkezett olyan téglalap, melynek mind a négy cstcsa egyszint?

(3) Igaz-e, hogy a pozitiv egész szamokat 2 szinnel szinezve mindig keletkezik
egyszini végtelen szamtani sorozat (a, a + d, a + 2d, ...)?

(4) Legyen A egy halmaz, és Ay, ..., A, C A olyan részhalmazok, hogy minden
1 <i<nrel|A| =késn < 2! Bizonyitsuk be, hogy A elemei 2 szinnel
(pirossal és kékkel) szinezhetSk tigy, hogy minden A; tartalmazzon piros és
kék elemet is.

(5) A sik egész koordinataju racspontjain egy bolha ugral. Tud-e gy ugrélni,
hogy minden racspontban pontosan egyszer jarjon, az ugrasainak a hossza
pozitiv egész szam legyen és minden pozitiv egész pontosan egyszer forduljon
el6 az ugrasok hosszai kozott?

(6) Igaz-e, hogy ha H és A a szamegyenes korlatos részhalmazai, akkor H leg-
feljebb egyféleképpen bonthato fel A paronként diszjunkt eltolt példanyaira?
(Végtelen sok eltolt példanyt is megengediink.)

(7) Hatarozzzuk meg a legkisebb pozitiv egész k szamot, melyhez létezik a pozitiv
egészeknek (Z1) egy k szinnel valo szinezése és egy f : ZT — Z7 fliggvény,
amely teljesiti a kovetkezd két feltételt:

(i) Minden azonos szinti pozitiv egész m,n esetén f(m+n) = f(m)+ f(n);

(ii) Léteznek olyan pozitiv egész m, n szamok, melyekre f(m+n) # f(m)-+
f(n) teljestl.

Az (i) és (ii) feltételekben az m,n szamok nem feltétleniil kiilonbézdek.



