3. Valogatoverseny

2021. majus 25.

1. Feladat

Az ABCD konvex négyszogben ABCZ > 90°, CDAZ > 90°, és DABZ = BCD/Z. Jeldlje
A tiikorképét a BC' és C'D egyenesekre rendre E és F'. Tegyiik fel, hogy az AF és AF szakaszok
a BD egyenest rendre a K és L pontokban metszik. Bizonyitsuk be, hogy a BEK és DFL
haromszogek koré {rt korok érintik egymast.

2. Feladat

Tekintsiik az Fy, Fi, ... Fibonacci szamokat, melyekre Fy =0, Fy =1, F,,.1 = F,, + Fj,_1
ha n > 1. Adott egész n > 2 esetén hatarozzuk meg a pozitiv egészekbdl allo S halmaz
elemszamanak a legkisebb lehetséges értékét, ha minden k = 2, 3, ..., n esetén valamely z,y € S-
re v —y = Fj.

3. Feladat

Keressiik meg mindazon f fiiggvényeket, amelyek értelmezési tartomanya a pozitiv egészek
halmaza, értékei pedig nemnegativ egészek lehetnek, tovibba teljesiil az aldbbi harom tulaj-
donsag mindegyike:

(i) f(n) # 0 legalabb egy n-re;

(ii) f(xy) = f(x) + f(y) minden pozitiv egész x, y-ra;

(iii) végtelen sok olyan pozitiv egész n van, hogy minden k < n esetén f(k) = f(n — k).

Munkaidd: 4 ora 30 perc.
Mindegyik feladat 7 pontot ér.

Az IMO sazabalyai szerint ezt a feladatsort a 2021-es IMO utolsé napjaig, 2021. julius 24-ig
nem szabad nyilvanossa tenni, az interneten megosztani.



