Olimpiai szakkor 2026. marcius 20.

A legutobbi szakkorokrél maradt: (i.) Bizonyitsuk be, 2023 darab kiilonb6z6 pozitiv egészre teljesiil, hogy az
otodik és hetedik hatvanyaiknak dsszege nagyobb egyenld, mint kétszer a kobeik dsszegének a négyzete.
Mikor lesz egyenldség?

(ii.) Milyen m egész esetén van olyan irracionalis X, amire x!2+mx, x3+2x2? és x? +x mindegyike egész.

1. Bizonyitsuk be, hogy az x? +y? +22 =(X-y)(y-z)(z-X) egyenletnek végtelen sok megoldasa van az egész
szdmok korében.
2. Hét darab egytdl hétig megszamozott érmét egy véletlen permutacidban elhelyeziink egymas mellet

egy sorban. Célunk, hogy felszedjiik 6ket novekvo sorrendben néhany 1€pésben, azaz eldszor az egyest
vessziik fel, legutoljara pedig a hetest. Amennyiben egy éppen felvett érmén a k szam van ¢és a kiindulasi
sorrendben t6le jobbra kozvetleniil a k+1 kdvetkezik, akkor ugyanebben a 1épésben a k+1 is felvehetd.
Példaként megadunk két sorrendet. A (3425671)-et négy 1épésben tudjuk felszedni: (1), (2), (34), (567). Az
(1234567) egyetlen 1épésben felvehetd. (a) Mennyi a valdsziniisége, hogy harom 1épésben tudjuk felszedni a
hét érmét? (b) Mennyi a valdszinlisége, hogy hét 1épésben tudjuk felszedni a hét érmét? (c) Mennyi a
felszedéshez sziikséges 1épések szdmanak a varhato értéke?

3. Az ABC haromszog A-bol induld szogfelezéje a BC oldalt D-ben metszi. Az ABD haromszog beirt
kore az AB oldalt E-ben, az ADC haromszog beirt kore az AC oldalt H-ban érinti. Igazoljuk, hogy az EH
egyenes az emlitett két korbol egyenld hosszisag hurokat metsz Ki.

4, Hany S részhalmaza van a H={1,2,3,...,10} halmaznak, amelyre S minden elemének valamely
szomszédja is S-beli? (Meg kell szamolnunk az iires halmazt és magat a H halmazt is.)

5. Az ABCD négyzet AB illetve AD oldalan levo P és Q pontokra teljesiil, hogy AP - AQ=2-BP - DQ.

A CP szakasz az R, a CQ szakasz az S pontban metszi a BD atlot. Igazoljuk, hogy az APRSQ 6tszog csucsai
egy koron vannak.

6. Az f fliggvény értelmezési tartomanya a nemnegativ egész szamok , a fliggvény minden értéke valos
szam. Hatarozzuk meg az Osszes olyan f fliggvényt, amelyre teljesiil, hogy f(1)=1 és barmely m>n
nemnegativ egész szamok esetén f(m+n)+f(m-n)=1/2 - ( f(2m)+f(2n)) .



