Olimpiai felkészité feladatok 2026. februar 13-ra

. Tegytik fel, hogy a G iranyitott grafban Py, P, ..., P olyan irdnyitott utak, amelyeknek nincs
kozos csucsa. Tegyiik fel tovabba, hogy @1, Qs, ..., Q) is olyan iranyitott utak G-ben, amelyek-
nek nincs kozos csticsa. Mutassuk meg, hogy léteznek G-ben olyan Ri, Rs, ..., R,, iranyitott
utak, amelyeknek nincs k6zos csticsa, és ezen utak R halmazara az alabbi feltételek teljesiilnek.

Minden P; at kezd&pontjabol indul R-beli 1ut.
Minden R-beli at valamely P; vagy ); at kezdépontjabol indul.

)
)
(c) Minden @; ut utolso cstcsaban végzddik R-beli ut.
) Minden R-beli ut valamely P, vagy @); ut utolso csicsaban végzédik.
)

Minden R-beli 4t valamely egy P; t (esetleg iires) kezdGszeletének és egy (), Ut (esetleg
tires) végszeletének Osszefiizésével keletkezik.

. Tegyiik fel, hogy az f : 2% — 2X fiiggvény monoton, azaz A C B = f(A) C f(B). Bizonyitsuk
be, hogy f-nek van fixpontja, azaz olyan A C X részhalmaz, amire f(A) = A. Igazoljuk azt is,
hogy ha f(A) = A és f(B) = B, akkor van olyan C' C AN B részhalmaz, amire f(C) = C.

. Bizonyitando6, hogy a sik racspontjainak tetszéleges véges H halmazabol kivalaszthato olyan K
részhalmaz, melyre teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok:

(a) a sik barmely tengelyparhuzamos (azaz fiiggéleges vagy vizszintes) egyenese K-t legfeljebb
2 pontban metszi,

(b) H \ K barmely pontja rajta van egy K-beli végpontokkal rendelkezs, tengelyparhuzamos
szakaszon.

. Egy orszédgban a véarosok kozotti kozlekedés vonaton és busszal lehetséges. A vasuttarsasag és
a buszvéllalat is bizonyos varosparok kozott kozlekedtet jaratokat, &m két varos kozott nem
feltétlentil jar mindkét iranyba jarat. Tudjuk, hogy béarhogyan is véalasztunk ki két varost, el
lehet jutni egy fajta kozlekedési eszkozon (esetleges atszallasokkal) az egyikbdl a masikba (de
a méasikbol az egyikbe mar nem feltétleniil). Bizonyitsuk be, hogy van olyan véaros, amelybdl
barmely méasik varos elérhets egyféle kozlekedési eszkozzel tugy, hogy a kiilénb6z§ varosokba
jutas eszkoze méas-mas lehet.

. Bizonyitsuk be, hogy pozitiv egész szamok tetszéleges véges A halmazanak van olyan B rész-
halmaza, amelyre fennall az alabbi két feltétel.

e Ha by és by a B kiilénbo6z6 elemei, akkor sem by és by, sem pedig by +1 és by + 1 nem egymas
tobbszorosei, tovabba

e az A halmaz tetszéleges a eleméhez van B-nek olyan b eleme, amelyre a osztdja b-nek vagy
(b+ 1) osztoja (a + 1)-nek.

. Tegytik fel, hogy egy sikbeli P alakzat kiparkettazhato az alabbi dbra bal oldalan lathato kétféle
S csempe eltoltjaival. Bizonyitsuk be, hogy ha P kiparkettazasahoz az iménti S csempék mellett
az abra jobb oldalan lathato kétféle Z csempe eltoltjait is felhasznaltuk, akkor ez a parkettazas
paros sok 7Z csempét tartalmaz.

. Piréziat a téli olimpian 10 fia és 10 lany képviseli. Az esemény megnyit6éjan mindegyikiiknek egy-
egy szines sapkat kell viselnie, amit az atala kapott harom kiilonb6z6 szint sapkabol valaszthat
ki. (Az egyes versenyzGk nem feltétleniil kaptak ugyanolyan szint sapkakat.) Kioltozhet-e a
piréz csapat a megnyitora ugy, hogy ne legyen olyan piréz fit és lany, akik egyforma szind sapkat
viselnek?



8.

10.

11.

Miutan Piréziaban enyhitették a kijarasi korlatozast, kotelezévé tették a maszkviselést. Mivel
ebben sem szeretnék az egyébként rendkiviil fegyelmezett polgarokat feleslegesen korlatozni,
mindenki szabadon eldontheti, hogy narancssarga vagy nemzetiszinti maszkot kivan-e viselni. A
piréz amellett, hogy rendszerets, szorgos és alkalmazkodd nép, néhény tovabbi sajatos vonassal
rendelkezik. Példaul aktiv a facebookon: minden piréz minden reggel feltolt magarol egy szelfit
és délutan megnézi az Osszes ismerdsének az aznap feltoltott képét. Természetesen minden piréz
minden nap olyan szinti maszkot hord, mint amilyet a facebook-ismerdsei tobbsége az elézd
napon viselt. (Kiilonos médon minden piréznek péaratlan szamu piréz facebook-ismerdse van.)

Bizonyitsuk be, hogy elébb-utébb lesz olyan nap, amikor minden piréz a két nappal azelStti
maszkjaval azonos szinti maszkban lesz.

(Kozismert, hogy Pirézidban facebook-ismeretséget nem lehet megsziintetni.)

. Az 1988-ban Canberrdban szervezett IMO-n 49 orszag vett részt. Erre a versenyre javasoltak a

kovetkezd feladatot.

Tegytiik fel, hogy egy versenyen 49 versenyzdé indul, és mindegyikiiknek ugyanazt a harom fel-
adatot kell megoldania. Minden feladat megoldéasat 0 és 7 kozotti egész pontszammal értékelik.
Igazoljuk, hogy sziikségképpen létezik két olyan versenyzd, akik koziil az egyik mindharom fel-
adat esetében legalabb annyi pontot szerzett, mint a masik.

Egy kocka élein mozog egy légy és harom pok; a pokok célja a légy elfogésa. Mindegyikiik
pontosan latja a tobbiek pillanatnyi helyzetét, am a légy haromszor gyorsabban mozog, mint
a pokok. Képesek-e a pokok elére megallapodni olyan stratégiaban, amely garantélja, hogy
a legyet annak kezdeti helyzetétdl és azt kovetd mozgéasatol fiiggetleniil el6bb-utobb biztosan
elfogjak?

Adott a sikon n pont ugy, hogy a kozottiik felléps (g) tavolsdg mind kiilénbozs. Két jatékos
jatszik a kovetkezd szabalyok szerint: az els§ jatékos kijeloli az n pont egyikét, majd a mésodik
egy ettdl kiillonbo6z6 pontot valaszt. Ezutan felvaltva lépnek, az els jatékos kezd.

Minden 1épés soran a soron kovetkezd jatékos a két kijelolt pont egyikét egy masik pontra
cserélheti tigy, hogy a kijelolt pontpar tavolsdga szigortian csokkenjen. Az a jatékos veszit, aki
nem tud szabélyos 1épést tenni.

Melyik jatékosnak van nyerd stratégiaja?



