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1. Par hasznos segédallitas

1. Legyen P(x) egész egyiitthats polinom, a és b pedig kiilonb6z6 egész szamok. Bizonyitsd
be, hogy
a—>b| Pla)— P(b).

2. (Raciondlis gyoOkteszt.) Legyen P(x) = a,2" +a, 12" '+ - -+ a1 + ag egbsz egyiitthatds
p

polinom, és o egy raciondlis gyoke, ahol p,q egész szamok, és (p,q) = 1. Igazold, hogy
plaoésq|an.
3. (Polinomosztas.)

(a) Adott egy P(x) és egy Q(z) valés (vagy komplex) egyiitthatés polinom 1gy, hogy
deg(P) > deg(Q). Bizonyitsd be, hogy ekkor létezik egyértelmiien egy R(x) és S(z)
valés (vagy komplex) egyiitthatés polinom, melyekre

P(z) = Q(z) - R(z) + S(x),
és deg(9) < deg(Q).

(b) Mutasd meg, hogy ez egész egyiitthatés polinomokra is miikédik, amennyiben Q(z)
féegyiitthatéja 1.

4. (Kis Bézout-tétel.) Legyen a P(z) komplex(/valds/egész) egyiitthatés polinomnak az a
egy komplex(/valds/egész) gyoke. Bizonyitsd be, hogy ekkor ”ki lehet emelni a gyokot”, azaz
létezik egy Q(x) komplex(/valés/egész) egytitthatds polinom, hogy P(x) = (x — a) - Q(x).

5. Egy n-edfoki komplex(/valés/egész) egyiitthats polinomnak legfeljebb n darab kiilonb6z6
komplex(/valés/egész) gyoke van.

6. A kovetkezd két dllitdst nem bizonyitjuk, de felhaszndlhatjuk.

(a) Egy n-edfoki komplex(/valds/egész) egyiitthatds polinomnak a gyokeit multiplicitdssal
szamolva is legfeljebb n darab komplex(/valds/egész) gyoke lehet.

(b) (Az algebra alaptétele.) Egy n-edfoku komplex(/valds/egész) egyiitthatds polinom-
nak multiplicitdssal szamolva pontosan n darab komplex gyoke van, azaz egy

() = anx™ + ap_12" - 4 arz + ag
polinomhoz mindig lehet talalni zq, 25, ... 2, komplex szamokat gy, hogy

p(z) = an(z — 21)(x — 22) ... (x — z,).
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10.

11.

(Viete-formuldk, avagy gyokok és egyiitthaték kozotti Gsszefiiggések.) Ha egy n-
edfokd komplex(/valds/egész) egytitthatds polinom minden gyokét kiemeltiik, akkor kétféle
alakban is fel tudjuk irni:

P(z) = a, 2" + ap 12" '+t tag=an - (v — 1) (= a3) -0 (x — x,).

Ekkor a két oldalon az azonos foku tagok egytlitthatoi meg kell, hogy egyezzenek. Példaul
Ap_1 = —p(T1 + 2o + - + T,), vagy ag = (—=1)"a,(z1 - x2 - -+ - - z,). Atrendezéssel kaphatd
igy tobb (&sszesen n darab) Gsszefiiggés is a gyokok és az egyiitthatok kozott, példaul:

Ap—
® Ly Tyt Ty =
QAn—
® T1%y + BTzt Tno1Tp = o
a
® xlexn:(—l)"ﬁ

2. Feladatok

Legyen P(z) egy olyan n—edfoku valds egyiitthatds polinom, melyre £ = 1,2,...n+ 1 esetén

Hatarozd meg P(n + 2) értékét.

Hatdrozd meg az osszes olyan P(x) = x® + ax?® + bz + ¢ polinomot, aminek a gyokei épp
a,b,c.

Jelolje egy A = (a1, as, ag, . ..) végtelen hosszi sorozatra A(A) = (ag—ay,a3—ag, as—as, .. .)
a differencia-sorozatot. Tudjuk, hogy egy adott A sorozatra A(A(A)) a konstans 1 sorozat.
Tovabba tudjuk, hogy asy = ass = 0. Mennyi a7

A kovetkezo 4 feladat egymaésra épiil, igy sorban érdemes foglalkozni veliik.

(a) Legyen P(z) egy egész egyiitthatds polinom, és a,b, ¢ harom kiillonbozé egész széam.
Mutasd meg, hogy nem teljesiilhet egyszerre, hogy P(a) = b, P(b) = ¢, P(c) = a.

(b) Legyen P(z) egy egész egyiitthatés polinom, és n egy péaratlan pozitiv egész szam.

Legyenek x1, xo, ..., x, olyan egész szamok, hogy
P(z1) =z, P(xg) =x3, P(a3) =24, ..., P(xy_1) =z,, Plx,) = 2.
Bizonyitsd be, hogy x1 = x5 = -+ = z,,.
(c) Legyen P(x) egy egész egylitthatds polinom, és legyenek zg,x1,Zs,... olyan egész

szamok, hogy xo = 0, és minden n > 1 esetén P(z,_1) = z,. Tegyiik fel, hogy va-
lamilyen £ > 0 esetén z; = 0. Bizonyitsd be, hogy ekkor x; = 0 vagy x5 = 0 is teljestl.

(d) * Legyen P(z) egy n-edfoku egész egyiitthatés polinom, és k egy pozitiv egész szam.
Legyen

k db
Igazold, hogy legfeljebb n darab olyan ¢ valds szam lehet, melyre Q(t) = t.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Legyenek a, b, ¢, d, e, f pozitiv egész szamok ugy, hogy S = a+b+c+d+e+ f osztja abc+de f
és ab+ bc+ ca — de — ef — fd szamokat is. Bizonyitsd be, hogy S Osszetett szam.

Legyen k egy pozitiv egész szam. Tegyiik fel, hogy az alabbi szorzattabontas elvégezheto:

1+ +2% =1+amz+2%) (1+az+27)- - (14 apz + z2).

Hatdrozd meg aj + a3 + - - - + aj értékét.

Legyen P(x) = x® — 3x + 1, és legyen Q(x) az a harmadfoki polinom, aminek gyokei épp
P(x) gyokeinek négyzetei, és Q(0) = —1. Hatdrozd meg Q(9) értékét.

A P(z) = 23— 92° 48z +2 = 0 polinom hdrom gyoke legyen p, ¢, r. Hatdrozd meg # + q% + %5
értékét.

Legyen 1, xs, . .., &, olyan valés szamok, hogy > 7, z; =0és > ,_, 27 = 1. Legyen tovdbb4
a = min{xzy,xs,...,2,} és b = max{xy, za,...,x,}. Bizonyitsd be, hogy
1
ab < ——.
n
Hatdrozd meg az Osszes P(x) valds egyiitthatds polinomot, melyre

(x+1)Plx—1)—(x —1)P(x)

egy konstans polinom.

3. Link a segitségekhez



https://drive.google.com/file/d/1fsEKIGF1ATHzhSa5asENvsJO4u1kicNw/view?usp=drive_link
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