Poélus-polaris és projektiv geometria
Stmon Laci foglalkozdsa

Definicié e Legyen két sikunk a térben, s; és s, és egy P pontunk, ami egyik sikon
sincs rajta. A P-n kieresztiili, s;-16l so-re vald vetitésnek azt az s;-bél so-be mend
fliggvényt hivjuk, ami az A € s; ponthoz a PA N sy € s, pontot rendeli.

F /1. Bizonyitsuk be, hogy ez a transzforméacio egyenestarto.

F /2. Miért nem lesz ez egy "igazi" fliggvény s; és so kozott?

Definicié o "Bovitsiik ki" s; és sy sikot "végtelen téavoli" pontokkal: minden irdanyhoz
pontosan egy ilyen pont tartozik. Ha adott egy A pont, és egy végtelen tavoli (ide4lis)
pont, akkor az Gket Osszekots egyenes legyen az A ponton atmend, a végtelen tavoli
pontnak megfelel6 egyenes.

F /3. Mutassuk meg, hogy a vetités egy bijekci6 a kibdvitett sikok kozott.

F /4. Mutassuk meg, hogy az s;-hez tartozo idealis pontok képei egy egyenesre esnek, és az
s9-h0z tartozo idedlis pontok Gsképei is egy egyenesre esnek.

Definicié e (ideélis egynes) Ez arra motival minket, hogy azt mondjuk, hogy egy adott
sikhoz tartozo idedlis pontok egy egyenesre esnek. Ezt nevezziik idealis egyenesnek.

e (projektiv sik) Az idedlis egyenessel kibdvitett dolgot projektiv siknak nevezziik.

Definicié e (sztereografikus projekcio) Legyen € egy gomb, ennek P egy pontja. Legyen
s az a sik, amelyik a P-vel atellenes pontban érinti €2-t. Sztereogarfikus projekcionak
nevezzik azt a transzforméciot, ami az A € € pontot a PA N s pontba kiildi.

F /5. gondoljuk meg, hogy két gémb, vagy egy gomb és egy sik metszete kor.
F /6. Lassuk be, hogy a térbeli inverzi6 gémbét vagy sikot gémbbe vagy sikba visz.

F/7. Adott Q-ra és P-re talaljunk egy inverziot, ami (-n megegyezik a sztereogarfikus projek-
cioval.

F /8. Lassuk be, hogy a sztereogarfikus projekcio kortarto.
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Definici6 e (Polaris) Adott egy O kézépponti, w kor. Egy O # P pontra legyen P
inverze w-ra nézve P'. P polarisanak nevezziik az O P'-re P’-ben &éllitott merdlegest.

e (Polus) Adott egy O-n at nem mend [ egyenes. Ekkor [ polusat ugy kapjuk, hogy:
merdlegest allitunk O-bol [-re, és ezt a pontot invertaljuk.

F /9. Gondoljuk meg, hogy P akkor és csak akkor [ polusa, ha [ P polarisa.

F/10. Adott egy w kor és egy koron kiviili P pont. Allitsunk P-bél w-ra érintéket. Ekkor P
polérisa az érintési pontokat Gsszekots egyenes.

F/11. (La Hire tétel) Legyen X és Y két pont, melyek polarisai rendre z és y. Ekkor z € Y
akkor és csak akkor teljesiil, ha Y € x teljestil.

F/12. Adott Q2-ra és P-re talaljunk egy inverziot, ami Q-n megegyezik a sztereogarfikus projek-
cioval.

F/13. Definialjuk a polust és polarist az egész projektiv sikra ugy, hogy a fenti tulajdonsagok
tovabbra is teljesiilnek.

F/14. Adott egy P-n keresztiili vetités s; és sy kozt, és egy w koriink sq-en, és tudjuk, hogy w
képe is egy kor. Lassuk be, hogy a vetités polus-poléris tarto, azaz ha (vesszdvel jelolve
a képeket) X polarisa x w-ra nézve, akkor X’ polérisa 2’ w'-re nézve.

F/15. Lassuk be, hogy X’ akkor és csak akkor lesz w’ kbzéppontja, ha ' pont s, idealis egyenese.
F/16. Lassuk be az alabbi tételt:

Tétel. Adott egy w kor és egy P pont a belsejében. Lassuk be, hogy létezik olyan vetités,
amire P’ lesz w' kozéppontja.

" Alkalmazasok" /gyakorlas

F/17. Legyen egy vetitésiink és egy S négyzetiink. Adott nekiink a sikon S’. Szerkessziik meg
S kozéppontjanak a képét.

F/18. Az ABC haroszog I kézéppontu beirt kore a BC', C'A, AB oldalakat rendre a D, E, F
pontokban érinti. Az E'F egyenes a BC' egyenest K-ban metszi el. Bizonyitsuk be, hogy
AD 1 IK.

F/19. Legyenck az ABC haromszogben a beirt kor érintési pontjai a megfelels oldalakon D, E
és I'. Lassuk be, hogy AD, BE és C'F egyenesek egy ponton mennek at.

F/20. Adott egy ABCD négyszog w beirt korrel. Az érintési pontok az oldalakon rendre E, F,
G és H. Lassuk be, hogy az AC, BD, EG és F'H egyenesek egy ponton mennek at.
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F/21.

F/22.

F/23.

F/24.

F/25.

(Pascal tétel)

a) Adott ABCDEF hurhatszog. Tudjuk, hogy AB || DE, BC' || EF. Lassuk be, hogy
CD || FA.

b) Lassuk be a Pascal tételt, azaz hogy minden harhatszogben a szemkozti oldalak met-
széspontjai egy egyenesen vannak.

(Brianchon tétel) Lassuk be, hogy egy érintGhatszog szemkozti csicsait 6sszekots egye-
nesek egy ponton mennek at.

* Adottak ABC és A’B’C’ haromszogek, amik perspektivek, és a kozos beirt koriik w.
Lassuk be, hogy a perspektivitas pontja és egyenese polus-polaris viszonyban vannak w-ra
nézve.

ook Legyen ABC haromszogben I és O rendre a beirt és koréirt kor kozéppontja.
Legyen wy az a kor, ami atmegy B-n és C-n, és érinti a beirt kort. Definidljuk wp és
we hasonléan. Legyen A’ az wp és we korok A-t6l kiilonboézd metszéspontja. Definidljuk
hasonléan B'-t és C’-t. Léassuk be, hogy AA’, BB’ és CC’ egyenesek az OI egyenesen
metszik egymast.

Az m egyenes érinti az ABC haromszog beirt korét. Az I-n &tmend Al, BI, CI egyenesekre
merdleges egyenesek m-et az A’, B', C’ pontokban metszik. Mutassuk meg, hogy az AA’,
BB', CC" egyenesek egy ponton mennek at.

Amikor nem trash a koordinata geometria

F/26.
F/27.

F/28.

F/29.

F/30.

Lassuk be, hogy két kornek létezik a hatvanyvonala, azaz egy egyenes.

Adott két fix kor. Mi azon pontok mértani helye, amelyekre a pont két korre vett
hatvanyénak aranya fix?

Legyen az ABC' haromszog mindharom cstcsa az xy = 1 hiperbolan. Lassuk be, hogy a
haromszog magassagpontja is ezen a hiperbolan van.

Legyen « és [ két merdleges tengelyd parabola, metszéspontjaik A, B, C' és D. Lassuk
be, hogy ABC' D hirnégyszog.

** Egy kor és egy ellipszis metszéspontjai A, B, C' és D. Legyen ABNCD = E. Lassuk
be, hogy AE B szog szogfelezGje parhuzamos az ellipszis tengelyével.
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