Bevezetés a polinomokba
Kovdcs Benedek foglalkozdsa (Hugjter Balint anyaga alapjdn)

Bemelegit6 feladatok
F/1. (Arany Daniel verseny) Tekintsiik a kovetkezd egyenletet:
(x—=1)(z—=2)(x —3)(x —4) = (22 — 1)(2z — 2)(2z — 3)(2x — 4).
Hany megoldést tudsz rdnézésre leolvasni? Utéana oldd is meg az egyenletet.
F /2. Oldd meg az egyenleteket.

(a) (x+2)(32% — 4z +5)(6x —7) =0 (c) 4(z*+1)=T(z+1)
(b) 92° = 4z

F /3. Hany megoldasa van az egyenletnek?

(a) z* + 62> +8=0 (c) 2 +622—-8=0
(b) z* — 622 +8=0 (d) 2 — 1422 +1=0
F/4.

(a) Mutass példat olyan o > 1 szamra, amelyre o + é egész.

(b) Bizonyitsd be, hogy ha o + % egész, akkor " + - is egész minden n € Z*-re.

Polinomok
e Polinomnak neveziink egy p fiiggvényt, ha felirhat6 ilyen alakban:
p(z) = apa” + ap_12™ 4 L+ apx® + a1z + ag,

ahol a,, # 0. Itt a polinom foka n, amit igy is jeloliink: degp = n. A polinom egyiitthatoi
Gy, An_1, --., Ao, fGegylitthatdja a,, konstans tagja ag.

e A p polinomnak gydke az o szam, ha p(«a) = 0.
F/5.

(a) Veégezziik el az alabbi szorzast: (2 + 622 — 4z + 1)(22* — 5z + 6).

(b) Ha a p és g polinomok foka rendre a és b, akkor mennyi lehet a p+ ¢, p — ¢, pq polinomok
foka?

(c) Hanyadfoku a kévetkezs polinom? Mi a fSegyiitthatoja?
g(x) — (21’3 _ 4.132 + 1)2023 _ (31’2 —r— 2)2022 . (I + 3)2025
(d) A g polinomban mennyi az egyiitthatok tsszege (ha teljesen kifejtjiik)?
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F /6. Vilagos, hogy egy egész egyiitthatos polinom minden egész helyen egész értéket vesz fel.
Igaz-e az allitas megforditdsa? Azaz: ha egy polinom minden egész helyen egész értéket vesz
fel, akkor kovetkezik-e ebbdl, hogy minden egyiitthatoja is egész?

F/7. Az f(z) = 62° — 372" 4+ 592° — 542% 4+ 94z + 40 polinomnak harom gydke van: 2, 4 és
—%. Hatarozd meg ez alapjan a kovetkez6 polinomok gyokeit:

(a) g(x) = 62° + 37x* + 592 + 542 + 94x — 40,
(b) h(z) = 402° + 94x* — 542 + 592% — 37x + 6.

F/8.* Oldd meg ezt a negyedfoku egyenletet:

122 + 6122 + 9922 + 61z + 12 = 0.

Gyoktényez6k kiemelése
F/9.

(a) A p(z) = 2* — 82% + 192% — 152 + 9 polinom felirhaté-e p(x) = (z — 3)q(x) alakban, ahol
q is polinom?
(b) Es felithato-e p(z) = (z — 2)¢*(z) alakban, ahol ¢* is polinom?

(c) Mi a kapcsolata az el6z6 két kérdésre adott valaszoknak p(3), illetve p(2) értékével?

Tétel. (kis Bézout-tétel) Tetszdleges f(z) polinomra és « valos szamra létezik olyan g(z)
eggyel kisebb foki polinom, amellyel:

g f(@) = (x = a)g(z) + fla) )

Tétel. (Gyokkiemelési tétel) Az f polinomnak akkor és csak akkor gyoke «, ha (z — «)
kiemelhets a polinombél.

%

F/10. Bizonyitsuk be az alabbi kovetkezményt.
[Kﬁvetkezmény. Egy n-edfoku polinomnak legfeljebb n gyoke lehet. ]
F/11. Keressiik meg az alabbi polinomok 6sszes valos gyokeét.
(a) 23— 32—z +3 (c) 2% — 22* + 223 — 42 + 5w — 2
(b) 623 — Tx* — 762 — 63

Definici6 — A p(x) polinomnak az a egy k-szoros gydke, ha (z — a)* kiemelhets a

polinombol, de (z — «)®™! méar nem. Ekkor k-t nevezziik az o gydk multiplicitdsdnak.
[Tétel. Egy n-edfoku polinomnak (multiplicitassal nézve is) legfeljebb n gyoke lehet. ]
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Polinomok maradékos osztasa

Tétel. Legyenek py, py valos egyiitthatos polinomok. Ekkor léteznek olyan ¢, r valos egyiit-
thatos polinomok, melyekre p; = q - py + r és degr < deg ps.

F/12. Végezziik el a kovetkez§ maradékos osztasokat. Mi lesz a hanyados és a maradék?
(a) (62° — 2+ 323 +7): (222 + 2 —4)
(b) (2z* — 72% + 3z) : (z* — 222 + 3)
(c) (3z* +52% —4): (2% —3)

F/13. Tegyiik fel, hogy az f(x) polinomot maradékosan osztva g(x)-szel, a hanyados h(x).
Igaz-e, hogy az f(x)-et maradékosan osztva h(x)-szel, a hanyados g(z) lesz?

F/14.* Egy R gytri euklideszi, ha van benne maradékos osztas, azaz definialhato egy
f: R\{0} — Z=° fiiggvény gy, hogy minden a,b € R és b # 0 esetén létezik ¢, r € R, melyekre
a=>bqg+rés (r=0vagy f(r) < f(b)). Dontsiik el, hogy euklidesziek-e az alabbi gytrtik:

(a (az egész szamok gyfriije),
(b) R[z] (a valés szamok feletti polinomgytiri),
(

(c
d

(e

[i] ={a+bi:a,beZ} (a Gauss-egészek gytirtje),

) Z

) R

) R (a valos szamok teste),

) Z

) Z|\V2i] = {a +bv2i :a,b € Z}.

Racionalis gyokteszt

F/15.

(a) Bizonyitsuk be: egész egytitthatos polinom (nemnulla) egész gyokei osztjak a konstans
tagot.

(b) Hogyan lehet ezt altalanositani racionalis gyokokre?
F/16. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan.

(a) 22% — 1322 —6x —7=0
(b) 62 4+ 172% + 262 + 21 =0

Nehéz feladatok

F /17.* Hatarozzuk meg azokat az f(x) polinomokat, amelyekhez talalhato olyan p(t) polinom,
amely kielégiti az f(2?) = p(f(z)) azonossagot.

F/18.* (IMO 1973/3.) Allapitsuk meg a? + b? lehets legkisebb értékét, ha a és b olyan valés
szamokat jelentenek, amelyekre az x* + az® + bx? + ax + 1 = 0 egyenletnek van legalabb egy
valos gyoke.
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