Kongruencidk, kvadratikus maradékok
Kouvdcs Benedek foglalkozisa

Kongruenciak

F/1.

F/2.

F/3.

F/a.

F/5.

Definicié e Legyenek a, b, m egész szamok, m > 1. Azt mondjuk, hogy a és b kongruens

modulo m, ha a és b ugyanazt a maradékot adjak m-mel osztva. Jel6lése: a = b
(mod m), vagy réviden: a = b (m).

e a =b (mod m) pontosan akkor, ha m | a — b.

Definicié Legyen m > 1 egész. p(m) az olyan 1 < a < m szamok szama, amire (a, m) = 1.

Definici6 e Legyen m > 1. Modulo m teljes maradékrendszernek (TMR,,) neveziink

egy olyan m elemi szamhalmazt, melynek elemei mind kiilonb6z6 maradékot adnak
m-mel osztva.

e Legyen m > 1. Modulo m redukdlt maradékrendszernek (RMR,,) neveziink egy
olyan ¢(m) elemii szamhalmazt, amelynek tagjai mind relativ primek m-hez, és mind
kiilénb6z6 maradékot adnak m-mel osztva.

Peéeldaul {1,15,20,26} egy TMRy, és {—7,61} egy RMRg.

Tegyiik fel, hogy az abc haromjegyti szam oszthaté 37-tel. Mutassuk meg, hogy ekkor bca
is oszthato 37-tel.

a) Legyen a = b (mod m) és ¢ = d (mod m). Igazoljuk, hogy a + ¢ = b+ d (mod m),
a—c=b—d (mod m) és ac = bd (mod m).

b) Miért nem igaz, hogy ac = be (mod m) = a = b (mod m)? Javitsuk meg az allitast.
a) Ha {t1,ts,....t;n} TMR,,, és (a,m) = 1, akkor {aty, ats, ..., at,, } is TMR,,,.

b) Ha {t1,t,...,ts(m)} RMR,, és (a,m) = 1, akkor {aty,ats, ..., aty(m)} is RMR,,.

c) Adjunk sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy a-nak létezik inverze modulo m,

vagyis létezik olyan b, hogy ab =1 (mod m). (Ekkor b helyett irhatunk a~'-et, vagy 1-t.)

ad+bc
bd

c ac

d) Legyen (b,m) = (d,m) = 1. Igazoljuk, hogy § - $ = 5 (mod m) és § + 5 =
(mod m).

a) Minden n > 2-re ¢(n) paros.

b) Ha (m,n) = 1, akkor p(mn) = ¢(m)p(n).
¢) Mennyi ¢(1200)7

d) Igazoljuk, hogy >_,, ¢(d) = n.

Mennyi 7! maradéka mod 17?7 Hogyan szdmolnad ki "gyorsan" 7%! maradékat mod 1017
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F/6.

Bizonyitsuk az alabbi tételeket.

Tétel. e (Euler-Fermat-tétel) Legyen a € Z, m € Z*, (a,m) = 1. Ekkor a?™ = 1

(mod m).

e (kis Fermat-tétel) Legyen a € Z, p prim, (a,p) = 1. Ekkor a?~! =1 (mod p).

F/7.
F/s.

F/9.

F/10.

n 7521

Mennyi 2% mod 13? Es 27 mod 71?7 Hogyan szdmolnad ki "gyorsan maradékat

mod 1017
* Legyen p > 5 prim. Bizonyitsuk be, hogy 1+ % + % + ...+ }ﬁ legegyszeriibb alakjaban
a szamlalo oszthato p*-tel.

* Legyen P a pozitiv primek halmaza. Tudjuk, hogy M C P egy legalabb 3 elemt halmaz,

melynek minden A C M véges valodi részhalmazara ny := —1+ [ p minden primosztoja
pEA

M-beli. Lassuk be, hogy M = P.

* (IMO SL 2015/N3) Legyenek m > n > 1 egészek. Legyen minden k € {1,2,...,n+1}-re
Ty = ZLTJr: Igazoljuk, hogy ha z1,x,, ..., 2,11 mind egészek, akkor zix5...2,117 — 1 nem

lehet 2-hatvéany.

Linearis kongruenciak

F/11.

F/12.
F/13.

Oldjuk meg az alabbi kongruencidkat:
(a) 3z =7 (mod 16), (b) 26z =39 (mod 46), (c) 24z +5 =65 (mod 51).

Hatarozzuk meg 5 inverzét mod 26.

Adjunk sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy ax = b (mod m) megoldhato! (a,b € Z,
m € Z*.) Ha megoldhato, hany megoldasa van mod m?

Kvadratikus maradékok

Definicié Legyen p > 3 prim, (a,p) = 1. Azt mondjuk, hogy a kvadratikus maradék mod
p, ha létezik = egész, melyre 22 = a (mod p). Kiilonben a kvadratikus nemmaradék mod

p.

F/14.
F/15.

Adjuk meg a kvadratikus maradékokat modulo 3,5,7,11,13.

Legyen p > 3 prim.
a) Széamoljuk meg a kvadratikus maradékokat és nemmaradékokat mod p.

b) Két kvadratikus maradék szorzata kvadratikus maradék; maradék és nemmaradék
szorzata nemmaradék; két nemmaradék szorzata maradék. Maradék inverze maradék,
nemmaradék inverze nemmaradék.
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F/16. Legyen p > 5 prim. Mutassuk meg, hogy mod p a legkisebb kvadratikus nemmaradék
érteke < /p + 1.

F/17. Az x és y egész szamokra x° + zy + y? oszthato 10-zel. Mutassuk meg, hogy ekkor 100-zal
is oszthato.

F/18. * Bizonyitsuk be, hogy —1 pontosan akkor kvadratikus maradék mod p, hap =1 (mod 4).

Az alabbi feladatokhoz felhasznalhatod, hogy minden p primre 1étezik primitiv gyok mod p,
azaz olyan g € Z, melyre {¢°, ¢*,...,g?2} = {1,2,....p — 1} (mod p):

F/19. Mely p primszamok és n pozitiv egészek esetén igaz, hogy mod p minden maradékosztaly-
bol lehet n-edik gyokot vonni (azaz minden z € {0, 1, ..., p—1}-re létezik y € {0,1,...,p—
1}, melyre 4™ = x (mod p))?

F/20. * Legyen p > 3 prim. Hany (z,y) szampar teljesiti az 22 +y* = —1 (mod p) kongruenciat,
ahol 0 < z,y <p—-17
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