GRAFOK, SZINEK, MAGYAROK — OLIMPIAI ISKOLA TABOR — 2025. DEC. — SENIOR — HUJTER BALINT

Els6 adag (2025. dec. 4. csiitortok délutan)

Egy graf legnagyobb fokszama A, és van ennél kisebb foki cstcsa (azaz nem regularis). Bizonyitsd
be, hogy a cstcsai szinezheték A szinnel (igy, hogy szomszédos cstcsok kiilénbo6zé szintiek legyenek).

Legyenek n és k pozitiv egészek. Adott n zart korlap a sikon gy, hogy koziiliik barhogyan is
valasztunk k + 1 korlapot, mindig van két olyan kivalasztott korlap, amelyeknek nincs kozos pontja.
Bizonyitsuk be, hogy az n korlap besorolhaté legfeljebb 10k osztélyba gy, hogy azonos osztalyba eso két
korlapnak sosincs kozos pontja. (Kiirschdk 2020/1.)

Legyen n paros szam. Egy n csicsu teljes graf cstucsaiba versenybolhdkat iiltetiink, éleit pedig
megszamozzuk az 1,2, ..., (Z) természetes szamokkal. A szamokat ezutan névekvo sorrendben felolvassuk.
Minden egyes szam felolvasasa utan a szamhoz tartozo él két végén 1l6 bolha helyet cserél. A verseny
gy6ztese a legtobb helycserét végz6 bolha. (Holtverseny esetén tobb gy6ztes is lehet.)

a) Legfeljebb hany helycserét végezhet egy gydztes bolha?

b) Legalabb hany helycserét kell végeznie egy gybztes bolhanak?

c) % Mit lehet mondani paratlan n esetén? (OKTV 2015/16 3.kat/1.ford./5. alapjan)

Egy teremben 4 asztal és 8 ember van. Egy 32 lapos magyarkartya-paklit véletlenszertien szétosz-
tottuk a 8 ember kozott gy, hogy mindegyik ember kezében 4 lap legyen.

Bizonyitsuk be, hogy mindegyik ember letehet 1-1 lapot a kezébdl a 4 asztalra ugy, hogy végiil mind a 4
asztalon 8 kiilonboz6 értékd kartya (VII, VIII, IX, X, alsé, fels6, kirdly, 4sz) legyen.

% Egy G graf k-szinezése a (G cstucsainak megszinezése k lehetséges szin felhasznédlasaval ugy,
hogy G barmely élének végpontjai kiillonboz6 szintiek legyenek. Azt mondjuk, hogy G egyértelmien k-
szinezhetd, ha egyrészt G-nek létezik k-szinezése, masrészt nem léteznek G-nek olyan u és v cstcsai,
melyek G valamely k-szinezésében azonos szintiek, mig G' egy masik k-szinezésében egymastol kiillonb6zo
szint kapnak. Bizonyitsuk be, hogy ha az n pontt G graf egyértelmiien 3-szinezhet6 és n > 3, akkor G-nek
legalabb 2n — 3 éle van. (Kiirschak 2003/2.)

% Egy konvex poliéder minden lapja négyszog. Mutassuk meg, hogy a lapjait haromszogekre
bonthatjuk egy-egy atlé meghizasaval gy, hogy a poliéder minden csticsdnal paros szamu haromszog
taldlkozzon. (KéMaL A. 649., Nagy Janos)
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Masodik adag (2025. dec. 4. csiitortok este)

a) Igaz-e, hogy minden 4-reguldris graf élei kiszinezhetdk pirosra és kékre tigy, hogy minden csiicsban
2 piros és 2 kék él talalkozzon?

b) Igaz-e, hogy minden 6-regularis graf élei kiszinezhet8k pirosra és kékre gy, hogy minden csticsban 3
piros és 3 kék él talalkozzon?

c) % Igaz-e, hogy minden 6-reguldris graf élei kiszinezhet6k pirosra, kékre és zoldre gy, hogy minden
csucsban 2 piros, 2 kék és 2 zold él talalkozzon?

Bizonyitsd be, hogy ha egy sikbarajzolt grafnak van Hamilton-kore, akkor a tartoményai szinezhetok
4 szinnel. (LKPF" 9.53)

Adott egy graf. Tekintsiik azt a kétszemélyes jatékot, ahol a kezdo jatékos kijelol egy csuicsot,
ezutan a soron kovetkezd jatékos mindig egy szomszédos csticsra 1ép. Az veszit, aki olyan cstcsra 1ép, ahol
mar jartak korabban. A graf milyen tulajdonsagatél fiigg, hogy kinek van nyero stratégiaja?

Egy sakktéblan &ll 33 bastya. Bizonyitsuk be, hogy van koézottiik 5 bastya, melyek koziil semelyik
ketto nincs azonos sorban vagy oszlopban.

% Egy n x n-es T tablazat mezb6ibe egy-egy szamot irtunk tgy, hogy egyik sorban sem szerepel
kétszer ugyanaz a szam. Bizonyitsuk be, hogy at lehet rendezni a T-ben szereplé szamokat tgy, hogy
az atrendezés utani 7™ tabldzat minden soraban pontosan ugyanazok a szamok alljanak, mint amelyek T’

megfelelo soraban alltak, de 7™ semelyik oszlopaban se szerepeljen kétszer ugyanaz a szam.
(Kiirschdk 2017/3.)

Harom kapcsol6do klasszikus tétel

Ezekrol csak érintdlegesen fogunk beszélni, de mindegyiken lehet gondolkodni.

(Tait tétele, 1880) % Adott egy 3-regularis, hidélmentes sikbarajzolt graf. Ekkor:
A graf tartoményai szinezheték 4 szinnel <= A graf élei szinezhet6k 3 szinnel. (LKPF 9.51.)

(Petersen tétele, 1891) % Bizonyitsd be: 3-regularis, hidélmentes grafban mindig van teljes parositas.

(Myecielski-konstrukei6, 1955) % Konstrualj haromszogmentes grafokat tetszélegesen nagy kromati-
kus szdmmal.

Lovész Laszl6: Kombinatorikai Problémék és Feladatok (Typotex 2008 verzié szdmozasaival
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Harmadik adag (2025. dec. 5. péntek reggel)

Egy dobozban zoknik vannak, legalabb kétféle szinben és legalabb kétféle hossztuisagban. Bizonyitsd
be, hogy ki lehet valasztani egy antipdrt, azaz két olyan zoknit, amelyek szine és hossza is eltér.

Mutassuk meg, hogy tetszoleges graf barmely nem bévithet6é parositasanak élszama legalabb fele a
maximalis méretii parositas élszamanak.

Legyen n pozitiv egész. Hatarozzuk meg azt a legkisebb £ szamot, ahany szinnel barmilyen n csicsu
iranyitott egyszerti graf élei szinezhetok gy, hogy ne legyen benne egyszinii kor. (KéMal B.5105.)

A Gallai-Roy-tétel azt mondja ki, hogy ha a G irdnyitott grafban nincsen m éli egyiranyu ut, akkor
X(G) <m.

a) Bizonyitsuk be a tételt aciklikusan irdnyitott grafokra.

b) % A teljes tétel bizonyitdsa is szép és rovid, de triikkos. (Szabad rajta gondolkodni.)

c¢) Bizonyitsd be, hogy minden turnamentben van Hamilton-1it.

A turnament egy olyan grdf, ahol bdrmely két csicsot él kot dssze az egyik iranyban. (LKPF 9.9.)

(Minty tétele, 1962) % Tetszéleges G iranyitatlan gréafra ekvivalensek:

(1) Cstcsai k szinnel szinezhet6k (azaz x(G) < k).

(2) G iranyithat6 oly médon, hogy G barmely korén legfeljebb az élek része mutasson ugyanazon
koriiljarasi irdnyba.
(LKPF 9.11.)

% Bizonyitsuk be, hogy egy sikbarajzolhatd egyszerii graf éleit mindig lehet gy iranyitani, hogy
minden pont kifoka legfeljebb harom legyen. (KéMal A.782.)
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Negyedik adag (2025. dec. 5. péntek délel6tt)

Emlékezetotl:
e X(G) a graf kromatikus szamat jelenti (legkevesebb hény szinnel lehet a csticsait szinezni?);

e w(@G) a grafban levé legnagyobb klikk (teljes részgraf) méretét.

Legyen G péros graf, és jelolje G a komplementerét.

Bizonyitsd be, hogy ekkor x(G) = w(G). (LKPF 9.30., Gallai 1958)

A G graf élgrafja az a H graf, amelynek cstcsai G élei, és H két csticsa akkor van éllel 6sszekotve,
ha a nekik megfelel6 G-beli élek szomszédosak.
Bizonyitsd be, hogy ha H egy paros graf élgrafja, akkor a) x(H) = w(H) b) x(H) = w(H).

Vegyiik egy véges halmaz néhany részhalmazat. Legyenek GG graf cstucsai a részhalmazok, és két
csucsot akkor kossiink Ossze, ha a nekik megfelel6 részhalmazok koziil az egyik tartalmazza a masikat.
Bizonyitsuk be, hogy a G grafra a) x(G) = w(G) és b) % x(G) = w(Q) teljesiil.

Hogyan lehetne ezeket az dllitdisokat a részhalmazok nyelvén megfogalmazni?

% Adott 4n kavics, amelyeknek a sulya rendre 1,2,3,...,4n. Mindegyik kavics n szin koziil az
egyik szinnel van kifestve; mindegyik szinbdl négy kavics van. Mutassuk meg, hogy a kavicsokat el lehet
rendezni két kupacba tgy, hogy mindkét alabbi feltétel teljesiiljon:

o A két kupac 6sszstilya azonos.
o Mindegyik kupac minden szinbol két kavicsot tartalmasz.

(IMO 2020/3., javasolta Haiman Mildn és Carl Schildkraut)

Rajzoljunk a sikba egyeneseket tigy, hogy nincsen koztitk 3, melyek egy pontban metszik egymast.
Tekintstik a metszéspontokat egy graf pontjainak, és a szomszédos metszéspontok kozotti szakaszokat a
graf éleinek. Bizonyitsuk be, hogy a kapott sikbarajzolt graf 3-szinezhetd. (LKPF 9.57., Sachs tétele)

* Ha egy egyszerii sikgraf (konvex poliéder) éleit pirossal és kékkel szinezziik, akkor mindig van
olyan csucs, mely koriil a piros és a kék élek egymastol elvalasztva kovetkeznek.



