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Inverzid

Adott a sikon egy O kozéppontu, R sugart kor. A P # O pont P’ képe a kovetkezd modon van
definialva: P’ az a pont az OP félegyenesen, melyre OP - OP' = R2.

Feladatok

Bemelegités

F/1.

F/2.

F/3.

F/4.

F/5.

F/6.

F/7.

F/8.
F/9.

F/10.

F/11.

F/12.

F/13.

a. Adott egy kor a sikon a kozéppontjaval. Szerkeszd meg a P pont inverz képét a korre.
b. Szerkeszd meg a P pont inverz képét a korre csak korzével.

a. Legyen adott az inverzio alapkore, és legyen A és B tetszbleges. Bizonyitsd be, hogy A, A’,
B, B’ egy korre vagy egy egyenesre esik.

b. Legyen k egy tetsz6leges kor A-n és A’-n keresztiil. Bizonyitsd be, hogy k' = k.

c. Bizonyitsd be, hogy az inverzi6 alapkorének inverz képe k-ra szintén onmaga.

a. Bizonyitsd be, hogy az O ponton atmend kor inverz képe egyenes.
b. Bizonyitsd be, hogy az O ponton &t nem mend kor inverz képe kor.
c. Bizonyitsd be, hogy az O at nem mend egyenes képe kor.

Bizonyitsd be, hogy az inverzié szogtartd. (Két egymast metszs kor szoge alatt a kozos pont-
jukba rajzolt érint6ik szogét értjiik.)

Adott a sikon két kor, melyeknek nincs kozos pontja. Bizonyitsd be, hogy mindig lehet tgy
invertalni egy alkalmas k korre, hogy a két adott kor inverz képe koncentrikus legyen.

Legyen adott egy k kor. Bizonyitsd be, hogy ha a k kor egy pontjara invertalunk (barmilyen
sugérral), akkor a k-ra valo inverziobol a k' egyenesre valo tengelyes tiikrozés lesz.

(Az inverzi6 kettsviszonytarto) Adott az egy egyenesen vagy egy koron 1évé A, B, C' és D

. . AB-CD __ A'B'-C'D'
pont. Bizonyitsd be, hogy 4556 = G pier

Mohr-Mascheroni tétel

Adott a sikon az A és a B pont. Szerkeszd meg csak korzével az AB szakasz felezGpontjat.

Adott a stkon a nem kollineéris A, B és C' pont. Szerkeszd meg az A pontbol a BC' egyenesre
bocsajtott mer6leges T' talpponjat csak korzével.

Adott a sikon a k kor (a kozéppontjaval) és két pont, A és B. Szerkeszd meg az AB egyenes
inverz képét csak korzével (amennyiben az inverz kép kor).

Adott a sikon harom nem kollinearis pont. Szerkeszd meg a koriilirt koriiket csak korzovel.

Adott a sikon négy altalanos helyzeti pont, A, B, C' és D. Szerkeszd meg az AB és C'D egyenes
metszéspontjat csak korzével.

Adott sikon az A és a B pont és a k kor. Szerkeszd meg a k kor és az AB egyenes metszéspontjait
csak korzével.
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Alkalmazas feladatokban

(Apolloniusz feladat) Adott a sikon harom kor. Szerkeszd meg azokat a koroket, melyek mind
a harom adott kort érintik.

(Apolloniusz-kor) A k korre nézve A pont inverze A’. Bizonyitsd be, hogy a k kor tetszdleges
P pontjat tekintve a PA/PA’ arany éallando.

(Harmonikus négyszog) Legyen ABC'D egy htirnégyszog, és tegytik fel, hogy van olyan inverzio,
amely A-t és C-t fixen hagyja, B-t és D-t pedig megcseréli. Bizonyitsd be, hogy a négyszog
harmonikus, azaz AB - CD = AD - BC. Igaz-e az allitas megforditasa, azaz ha egy hirné-
gyszoghen AB-C'D = AD - BC, akkor van olyan inverzid, amely A-t és C-t fixen tartja, és B-t
és D-t megcseréli?

Az ilyen hurnégyszogeket harmonikusnak nevezzik.

a. Invertéljuk egy haromszog koriilirt korét a beirt korére. Adj minél egyszertibb jellemzést a
kapott korrol.

b. Bizonyitsd be, hogy barmely haromszog beirt korének kozéppontja, koriilirt kérének koézép-
pontja, és a beirt kor érintési pontjai altal alkotott haromszog sulypontja egy egyenesre esik.

Adott a sikon a ki, ko, k3 és ks kor ugy, hogy ki és k3 korok érintik a ko és a k4 kort is.
Bizonyitsd be, hogy a négy érintési pont egy egyenesre vagy egy korre esik.

Adott a sikon az ABC haromszog. Vegyiik fel azt a kort, amely érinti az AB oldalt, az AC oldalt
és a koriilirt kort: ez utébbival az érintési pontot a P jeloli. Huzzunk tovabba parhuzamost a
BC' oldallal ugy, hogy az érintse a beirt kort: az érintési pont legyen (). Bizonyitandé, hogy

BAP< = CAQ<.

a. Adjunk meg a sikon 1000 pontot tgy, hogy ne essen mind egy egyenesre, és barmely ketts
tavolsaga egész szam legyen.

b. Adjunk meg a sikon 1000 pontot tgy, hogy semelyik hérom ne essen egy egyenesre, és
barmely ketts tavolsaga egész szam legyen.

Adott a sikon ebben a sorrendben egy egyenesen az A, B és C' pont.Rajzold meg AB, BC és
AC Thalesz-korét. ki legyen az a kor, amely érinti mindharom Télesz-kort, k; pedig legyen az a
kor, amely érinti az AB, az AC Thalesz-korét és a k;_1 kort (és persze kiilonbozik a k;_o kortol).
Bizonyitsd be, hogy k; kozéppontjanak a tavolsaga AB-t6] egyenld i-szer a k; kor atmérgjével.

(Kiirschéak verseny, 2000/2) Legyen ABC' nem szabalyos haromszog, és legyen w a kortilirt kore.
A sik egy tetszéleges P pontjara legyen a PA, PB és PC egyenes méasodik metszéspontja a
korrel A', B' és C'. Bizonyitsd be, hogy pontosan két olyan P pont létezik a sikban, melyre
A'B'C" szabélyos, és ez a két pont és az w kdzéppontja egy egyenesre esik.

Az ABC haromszog beirt kore az oldalat az X, Y és Z pontokban érinti a BC, C'A és AB
oldalt. Az XY Z haromszog magassagainak talppontja X’ (az Y Z oldalon) és Y’ (az X7
oldalon). Az X'Y’ egyenes az ABC haromszog koriilirt korét a P és a () pontban metszi.

Bizonyitsd be, hogy a P, (), X és Y pont egy korre esik.

Adott egy korén az A, B, C' és P pont. Bizonyitsd be, hogy a PA, PB, PC szakaszok Thélesz-
koreinek P-n kiviili metszésponjai kollinearisak.

Legyen A, B, C' és D négy pont egy koron, melyekre AB - CD = AD - BC teljesiil. Az ABC
haromszog I kézéppontu beirt kore az oldalakat rendre az A’, B’, C’ pontokban érinti. Legyen
K az ID szakasz és az A'B'C’ Feuerbach-korének metszéspontja. Legyen végiil S az A’B'C’
haromszog stlypontja.

Bizonyitsd be, hogy az SK és a BB’ egyenes az ABC' haromszog beirt korén metszik egymast.



