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Komplex szamok geometriai alkalmazasai
Olimpia Iskola, 2025. oktober 25.
Segédeszkozok és bevezetd feladatok

. A komplex stk A, B, C pontjai akkor és csak akkor kollinearisak, ha

c—a [(c—a
c—b \c—0b

. Legyenek A, B, C és D a komplex sik kiillonb6zd pontjai. Igazoljuk, hogy az AB

és C'D egyenesek akkor és csak akkor merélegesek egymasra, ha

d—c+ d—c _0
b—a b—a)

. Legyen W pont a Z tiikorképe az AB egyensre. Mutassuk meg, hogy

(a—b)z +ab—ab
a—>b ’
Legyenek Ay, As, By, By egy 0 kozéppontu kor pontjai. Akkor az A;A; és BB,
egyenesek metszéspontja
_ a1a2(b1 + bg) - blbg(al + CLQ)
ajay — biby .

. A komplex sik A, B,C, D pontjai esetén az AB és C'D egyenesek metszéspontja

_ (ab — al_)_)(c— d)) — (a —b)(cd —_cc_l).
(@—0b)(c—d)—(a—0b)(T—d)

. Az ABC héaromszog korilirt korének kozéppontja:

_ (P — |e*) + b(lel* — laf*) + c(lal® = [b*)

k = —
a(b—72)+b(c—a)+c(a—1>)

Ha négy pont egy korén van, akkor kettGsviszonyuk valés, ha viszont a kett&svi-
szonyuk valos, akkor a négy pont vagy egy koron vagy egy egyenesen van.

. Az ABC héaromszog akkor és csak akkor szabalyos, ha csticsaira:

a® + b* + ¢ = ab + be + ca.

. Minden érinténégyszog beirt korének kozéppontja rajta van az atlok felezGpontjait

0sszekots egyenesen.

Mutassuk meg, hogy tetszéleges négyszog csticsaibol képzett haromszogek Feuerbach-
korei egy kozos ponton mennek at.

Igazoljuk, hogy ha a = 22, b = y?, ¢ = 22, akkor az ABC haromszog beirt korének

I kozéppontjara
J=—xYy — Yz — 2.

Miért nem megfelels valasztas az xy + yz + zx 7
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Feladatok

Az ABCD hurnégyszogben jeloljik rendre a BCD, CDA, DAB, ABC héarom-
szogek magassagpontjait Hy, Hp, Ho, Hp-vel. Igazoljuk, hogy AH, BHg, CH¢
és DHp egyenesek egy pontban metszik egymaést.

Az A1 Ay Az haromszog oldalai ay, as, as (a; az A;-vel szemkozti oldal). Legyen M;
az a; oldal felez6pontja, T; pedig az a pont, amelyben a beirt kor érinti az a; oldalt.
Tiikrozziik a T; pontot a haromszog A;-hez tartozo belss szogfelezGjére, kapjuk az
S; pontot. (i =1, 2, 3). Bizonyitsuk be, hogy az M;S;, MyS,, M3S3 egyenesek egy
pontban metszik egymast.

Az ABC haromszoghen CAB< = 30°, BC' A< = 54°. Legyen D a BC oldalanak
az a pontja, amelyre CAD<{ = 12°, tovibbéa az E pont az AB oldalnak az a pontja,
amelyre ACE<t = 6°. Az AD és C'E szakaszok metszéspontja M. Igazoljuk, hogy
WB = BC.

Az ABC haromszog koriilirt kore k. Legyenek AA’, BB', CC’ a k kor atmérdi.
Legyen P az ABC héromszog tetszéleges belsé pontja és D, E, F a P pontbol
rendre a BC, C'A, AB egyenesekre allitott merglegesek talppontjai. Legyen X az
A’ pontnak a D-re vonatkozé tiikorképe. Hasonloan definialjuk az Y és Z pontokat
is: Y az B’ pont tiikdrképe a F-re, mig Z a C' pont tiikorképe F-re. Igazoljuk,
hogy az XY ZA ~ ABCA.

Az EF atmér6ji k kort az e egyenes az E pontban érinti. Tekintsiik az e egyenes
Osszes olyan A, B pontparjat, melyre az AB szakasz az E pontot tartalmazza és
AE - EB egy rogzitett allandd. Egy ilyen pontpar esetén legyen A’ illetve B’ a k
kor metszéspontja az AF, illetve BF szakasszal. Igazoljuk, hogy az A’B’ szakaszok
egy ponton mennek keresztiil.

Az ABC' haromszog beirt korének kozéppontja legyen I pont. A beirt kor érintse
a CA és AB oldalakat rendre F és F' pontban. Az E és F pontok tiikorképe az [
pontra G és H. Legyen tovabba a BC' oldal felez6pontja M, a GH és BC' egyenesek
metszéspontja pedig (). Mutassuk meg, hogy I(Q) és I M merdSlegesek egymaésra.

Legyen H az ABC héaromszog magassagpontja. D, E és F az ABC kériilirt korének
olyan pontjai, amelyekre AD || BE || CF. Legyenek S, T, U rendre a D, E és F
pontok tiikorképei a BC, C'A, AB egyenesekre. Igazoljuk, hogy S, T, U és H egy
koron vannak.

Az ABC' héaromszog koriilirt korének kozéppontja O pont. Az O-n athalado ¢
egyenes az AB, illetve az AC oldalakat X, illetve Y pontokban metszi. Legyen
M a BY, N pedig a CX felez6pontja. Mutassuk meg, hogy MON< = BAC<.

Legyen az ABC olyan hegyesszogti haromszog, amelyben AB > BC és AC > BC.
Jeloljiik a koriilirt kor kozéppontjat O-val, a magassdgpontot H-val. Az AHC
haromszog koriilirt kore messe méasodszor az AB egyenest M-ben, tovabba AH B
koriilirt kére messe méasodszor AC-t N-ben. Bizonyitsuk be, hogy az M HN koriilirt
korének kozéppontja rajta van az OH egyenesen.

Kiss Géza foglalkozdsa



