A szamelmélet alapétele, Gauss-egészek
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1. feladat Oldjuk meg a a? — 5b°> = 1 Pell-egyenletet!

2. feladat Oldjuk meg az egészeken: 22 — 16 = y3! Oldjuk meg ezt is: 2% 4+ 1 = y3!

3. feladat Nézziik a kovetkezd integritdsi tartomanyokat: Z[i],Z[v/—2], Z[V/5],Z[(s] (¢s egy primitiv 5.
egységgyok, vagyis Z[(5] azt jelenti, hogy (5-b&l és egészekbél pakolhatunk Ossze Osszeaddssal és szorzdssal
kifejezéseket)! Tényleg zart az Osszeadésra, szorzdsra? Nullosztémentes? Hany egység van? (Mik ezek?)

4. feladat Bizonyitsuk be, hogy minden prim felbonthatatlan!

5. feladat Taldlhatunk-e jé6 Euklideszi-normét az aldbbi integritdsi tartoményokban: Z[i], Z[v/—2], Z[v/—3],
Z[V2]?

6. feladat Gondoljuk meg, hogy 1+i|1 —i! Legyen w ¢ Z, m # 1+ egy prim Z[i]-ben. Mutassuk meg, hogy 7
nem osztja 7T-t! (Vagyis a 4k + 1 alakd Z-beli primek valéban két kiilénb6z6 Gauss-prim szorzatdra bomlanak.)

7. feladat Bontsuk fel primtényez6kre Z[i]-ben az aldbbi szamokat: 29; 91 + 637; 65
8. feladat Hatdrozzuk meg Z[i]-ben az aldbbi kitlintetett koz0s osztdkat! (11+3¢,1+8i) =?; (1424,1—2¢) =?

9. feladat Bizonyitsuk be, hogy n,m > 0,a > 1 egészek esetén:

(a” —1,a™ —1) =a™™ -1

10. feladat Bizonyitsuk be, hogy 232 4+ 1 nem primszam, ha tudjuk, hogy 232 + 1 = 622642 + 204492 teljesiil!

11. feladat Bizonyitsuk be Fermat-karacsonyi tételét: pontosan azon pozitiv egészek allnak el két négyzetszam
Osszegeként, melyeknek a primtényezGs alakjaban a néggyel osztva 3 maradékot add primek paros kitevén
szerepelnek. Hatarozzuk meg egy szam primtényezés alakjabol, hogy hanyféleképpen &ll el6 két négyzetszam
Osszegeként!

12. feladat Bizonyitsuk be, hogy ha a? + b? = ¢? Pithagorszi-szamharmas, ahol (a,b) = 1, akkor létezik
(m,n) = 1 és 2|mn, hogy a és b valamilyen sorrendben m? — n? és 2mn. Mi lesz az a® + b? = ¢° &ltaldnos
megolddsanak alakja, ha (a,b) =17

13. feladat Bizonyitsuk be, hogy az z* + y* = 22 egyenletnek nincs megoldésa az egészeken!

14. feladat Ha z,y,z € N 1gy, hogy zy = 22 + 1, akkor bizonyitsd be, hogy létezik a,b,c,d € Z, hogy
x=a?+b* y=c?+d*és 2 = ac+ bd.

15. feladat
a) 2 =y3 -1 b) 22 =9y% -4 c¢) y?> = 2% —1, ahol d > 2, akkor
y=0. (V. A. Lebesgue)
16. feladat (tovdbbi Mordell-egyenletek)
a) y? =a% -2 b) y? = 2% — 243 c) Y *=a+7

17. feladat Keressiik meg az Osszes pozitiv egészekbdl allé (x,y) part, amire 13% + 3 = y? teljesiill (Mathe-
matical Reflections)
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18. feladat Legyen p = 4m — 1 egy primszém és legyen z és y olyan relativ prim egészek, hogy z2 + y? = 22™

egy alkalmas z egészre. Bizonyitsuk be, hogy p|zy. (American Mathematical Monthly)

19. feladat Keressiik meg az 22 + 4 = y" Osszes megoldésat!

20. feladat Mik a primek Z[/—2]-ben?
21. feladat Mely primek allnak elé a? + 2b%, a® + 3b? alakban?

22. feladat Legyen p > 3 primszam. Mutassuk meg, hogy akkor és csak akkor létezik z,y € Z, hogy
p=22%+3y? ha x =5 vagy 11 (mod 24). (Iran MO 2013)

23. feladat Mely p primekre lesz megoldhat6 az x? — py? = —1 egyenlet (Z-ben)?

24. feladat Mutassuk meg, hogy nem igaz a SZAT az aldbbiakban: Z[v/—3], Z[v/10], Z[v/—=5].

25. feladat Bizonyitsuk be, hogy az Euler(-Eisenstein)-egészekben mér van maradékos osztés!

26. feladat Bizonyitsuk be, hogy minden k > 0-hoz létezik olyan z € Z[i], hogy minden a # z, a € Z[i]-re, ha
|z — a| < k, akkor a Osszetett szdm Z[i]-ben! (Bizonyitsuk be, hogy minden k > 0-hoz vélaszthaté prim z is!)

27. feladat Oldjuk meg a pozitiv egészeken az aldbbi egyenletet: 2% 4 11 = 3.

28. feladat Legyen n egész szam. Bizonyitsuk be, hogy ha az 22 + zy + y? = n egyenletnek létezik raciondlis
szadmokbol 4116 megoldésa, akkor 1étezik egész szdmokbdl 4llé megolddsa is! (Komal A. 283.)

A 17,18,19,27 feladatok az aldbbi kénybdl vannak: Titu Andreescu, Ion Cucurezeanu, Dorin Andrica: An
Introduction to Diophantine Equations



