Rend és primitiv gyok
Kovdcs Benedek foglalkozdsa

Rend

Definicio — Adott a és n egészek esetén legyen a rendje modulo n az a legkisebb m
pozitiv egész, amire ™ =1 (mod n). Jelolés: ord,(a).

[Allités. ord, (a) pontosan akkor létezik, ha (a,n) = 1. Es ekkor ord,(a) | ¢(n). ]

F/1. Legyen p primszam. Mutassuk meg, hogy 2” — 1 minden primoszt6ja nagyobb p-nél.
F/2. Legyenek a > 2 és n > 1 egészek. Bizonyitsd be, hogy n osztja ¢(a™ — 1)-et.

F/3. Legyen n > 1 egész. Mutassuk meg, hogy 22" + 1 minden osztéja k - 2! + 1 alaki
valamilyen egész k-ra.

F/4. Legyen p = 4k — 1 prim és k € N. Mutassuk meg, hogy ha az a egészre van megoldésa az

22 = a (mod p) kongruencianak, akkor a megoldasai z = +a*.

F /5. Legyen p prim és n > 1 egész. Bizonyitsuk be, hogy ha p || 2" — 1, akkor p || 2°7! — 1.

Azt mondjuk eqy A egészre és k > 0 kitevdre, hogy p* || A (azaz p* pontosan osztja A-t),
ha p*| A és pFtty A.

F /6. * Hatarozzuk meg az Gsszes olyan, primekbdl allo (p, ¢, r) szamharmast, melyre teljestil
plad"+1, q|rP+1 ésr|p?+1.

F /7. * Hatarozzuk meg azokat az (n, k) pozitiv egészekbdl allo szamparokat, amelyekre

(22" +1)(22" +1)
nk

€ Z.

F/8. * (IMO 1990/3.) Mely n > 1 egészekre teljesiil, hogy n* | 2" +1 7

Primitiv gyok

Definici6 — Ha adott egy n pozitiv egész, akkor primitiv gyoknek neveziink egy g re-
dukalt maradékosztalyt modulo n, ha az 1, g, ¢2, ..., g?™ ! felsorolas a modulo n redukalt
maradékrendszer Osszes elemébdl all.

Ezzel ekvivalensen: ¢ primitiv gyok mod n < ord,(g) = ¢(n).

F /9. Mik a primitiv gyckok modulo 7?7 Es modulo 87 Ha létezik primitiv gyck mod n, akkor
hény darab van?
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F/10.
F/11.

F/12.

F/13.

F/14.

Legyen n > 1 egész, és p > n + 1 prim. Igazoljuk, hogy p | 1" +2" + ...+ (p — 1)™.
Primitiv gyok felhasznalasaval lassuk be a Wilson-tételt.

Legyen p > 11 prim. Bizonyitsuk be, hogy léteznek m,n > 1 egészek ugy, hogy m+n < p
ésp|5m7" — 1.

(Lekots) a) Legyen p > 3 prim, k > 1 egész és y € Z. Igazoljuk, hogy ha x = 1 + pFy
(mod p*T1), akkor 2P = 1 + p*ly (mod p*+2).

b) * Legyen p > 3 prim. Bizonyitsuk be, hogy ha ¢ primitiv gyok mod p és g?~! # 1
(mod p?), akkor g primitiv gyck mod p* minden k > 1 egészre.

(Lekots) Legyen « > 3 egész. Igazoljuk, hogy

a) ordsa (5) = 2972,

b) a 5% (0 < k < 2%72) szdmok redukalt maradékrendszert alkotnak mod 2.

Tétel. Pontosan akkor létezik primitiv gyok mod n, ha n = 2,4,p*, 2p*. (Ahol p paratlan
prim és k > 1 egész.)

Kvadratikus maradékok

Definici6 — Legyen p > 3 prim, a redukalt maradékosztaly mod p. Azt mondjuk, hogy
a kvadratikus maradék mod p, ha létezik x egész, melyre 2 = a (mod p). Kiilonben a
kvadratikus nemmaradék mod p.

F/15.

F/16.

F/17.

F/18.

Legyen p > 3 prim.
a) Szamoljuk meg a kvadratikus maradékokat és nemmaradékokat mod p.
b) Bizonyitsuk be, hogy két kvadratikus maradék szorzata kvadratikus maradék; maradék

és nemmaradék szorzata nemmaradék; két nemmaradék szorzata maradék.

Bizonyitsuk be primitiv gyok segitségével, hogy ha p paratlan prim, akkor —1 pontosan
akkor kvadratikus maradék mod p, ha p =1 (mod 4).

Mely p primszamok és n pozitiv egészek esetén igaz, hogy mod p minden maradékosztaly-
bol lehet n-edik gyokot vonni (azaz minden = € {0, 1,..., p—1}-reléteziky € {0,1,...,p—
1}, melyre y™ =z (mod p))?

* (IMO 2003/6.) Adott egy p prim. Bizonyitsuk be, hogy létezik ¢ prim, melyre nincs a
egész, hogy ¢ | a? — p.
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