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1. Leszamlalos kombinatorika

Jelolés: €, = cos (27”) +isin (2”) egy primitiv n-edik egységgyok. Ekkor az 6sszes n-edik egységgyok

n

el8éll igy: e,,e2,... et et =1

0.

n

Az n-edik egységgyokok Osszege 0, han > 2, és 1, han = 1.

a) (1) + (V) + () + -+ (i) =7

b) () + (%) + (5 + -+ + () =7

o) ('0) = () + () = (&) +++- + (o) =7
d) () = () + (1) = )+ £ Gpa)) =7

e) (o) + (1) + &) + -+ () =7

£) (1) + G+ 6+ (tyage) =7

8) (o) + (3) + (6) +--+ (33) =

B) (§) + () + G+ Gepn) =

. Az 1,2,...n szamok koziil p pirosra, s sargara van szinezve (p+ s = n). Hany olyan egyszinii

(a, b, c) harmas van, ahol n | a+ b+ ¢?

Legyen p egy paratlan szam. Szinezziik ki a 0,1, ..., p—1 szdmokat két szinnel (sarga és zold).
Legyen 1 < i < pesetén x; a {0,1,...,p — 1} halmaz egy véletlenszeriien valasztott eleme
(egyenletes eloszlas szerint, egymdstdl fliggetlenek a vélasztdsok). Igazoljuk, hogy legalabb
2/(2Pp) annak a val6szintisége, hogy 1, ..., x, egyforma szintiek és p | 1 + - - - + z,.

Hény olyan részhalmaza van az {1,2,...1000} halmaznak, amelyben az elemek 6sszege oszt-
hato 5-tel?

17 munkés all egy sorban. Barmely néhdny (legalabb 2) egymds mellett allé munkésbdl
allo csoportot brigddnak nevezziik. Az lizemvezeto szeretne minden brigddnak kinevezni egy
vezetOt (aki a brigdd tagja) ugy, hogy minden munkas kinevezéseinek a szdma oszthaté legyen
4-gyel. Bizonyitsd be, hogy 17-tel oszthaté annak a szama, ahanyféleképpen ezt megteheti.



2. Egyéb kombinatorika

6. Legyen p prim, és legyenek ag, a1, ...a,—1 egész szamok. Bizonyitsd be, hogy
ag + a6y + ages + .. .ap_1eh " =0

pontosan akkor, ha
g = a1 = =+ = Qp.

7. Legyen A, B, C harom rogzitett pont a sikon. Egy ember egy P, pontbdl indul, és egyenesen
A-ba megy. A-ban balra 60°-kal elfordul, és igy halad P;-be, hogy PyA = AP,. Ugyanezt a
miiveletet egymas utan 2025-szor hajtja végre sorban az A, B,C, A, B, C, ... pontok koriil,
végiil visszajut a kiindulasi ponthoz. Bizonyitsd be, hogy az ABC haromszog egy pozitiv
koriiljarasu szabalyos haromszog.

8. Mi a lehet6 legkisebb pozitiv egész n szamra, melyre az n x n-es négyzet feldarabolhato
40 x 40-es és 49 x 49-es négyzetekre gy, hogy mindkét fajta szerepel is a felbontasban.

9. Tekintsiik azt a szabédlyos haromszogracsot, amelyet a (0,0), (1,0) és (%, ‘/7§> koordinataja
pontok altal meghatarozott haromszog general. Egy szocske a racson ugral, a kezdopontja
az origd. Minden ugrasnél egy szomszédos racspontba lép, és végiil visszatér az origéba.
Jelolje a az ugrasok szamat a pozitiv x-tengely iranyaba, és hasonléan b, ¢, d, e, f jelolje
az ugrasok szdmat a tobbi irdnyba az éramutaté jardséval ellentétes sorrendben (ldsd a [1]
abrét). Bizonyitsd be, hogy teljesiil:

a—d=e—b=c—f.

/NN

1. abra. A 6 irdny, és egy lehetséges utvonal, ahol a =2, b=2,c=4,d=0,e=4, f = 2.

10. Adott egy téglatest alaku doboz, tovabba adottak 1 x 2 x 4-es téglak. Tudjuk, hogy a doboz
kitolthet6 ilyen téglakkal hézagmentesen. Bizonyitsd be, hogy a doboz gy is kitolthetd ilyen
téglakkal, hogy minden tégla azonos tdjolasi legyen (azaz az 6sszes 1 hosszisagu él egyméssal
parhuzamos, és az Osszes 2 hosszisagu €l is egymadssal parhuzamos legyen).



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Tekintsiink egy egység oldali szabdalyos haromszogracsot, és jeloljink ki rajta egy n oldal-
hosszisagu szabalyos hatszoget. Nevezziink kisrombusznak egy egység oldali racsrombuszt
ezen a racson. Vegyiik a hatszog egy csempézését ilyen kisrombuszokkal, és szamoljuk meg,
héany rombusz van a harom lehetséges tajolas mindegyikében. Bizonyitsd be, hogy a hidrom
kiilénb6z6 tajolashoz tartozé rombuszok szama egyenld. (Lasd a . abrat egy példara, ahol
n = 3, és mindhdrom téjoldsi rombuszbdl 9 darab van.)

2. dbra. Egy lehetséges csempézés kisrombuszokkal n = 3 esetén.

3. Polinomok

Legyen f(z) = 2" +ax®+bx?+ cx +d egy olyan valés egyiitthatés polinom, amelynek minden
gyoke valés. Bizonyitsd be, hogy ha |f(i)| = 1, akkor a =b=c=d = 0.

Legyen f(z) = 25 + ax® + bx* + ca® + dz* + ex + [ egy olyan valds egyiitthatés polinom,
amelynek gyokei x1, 9, x3, 24, x5, Tg. Bizonyitsd be, hogy

k=1

Definidljuk a P,(z) polinomokat a kovetkez8képpen: P(x) = x® — 2, és ha k > 2 egész,
akkor Py(x) = Pi(Pr_1(x)). Bizonyitsd be, hogy barmely pozitiv egész n esetén a P,(x) = x
egyenletnek minden gyoke valds és egyszeres.

Add meg az 6sszes olyan valés egyiitthatos f(z) polinomot, amelyre teljesiil, hogy

Fla)f(20%) = f(20° + ).

4. Trigonometria

Bizonyitsd be, hogy
9

T n 3T L 5T n T . B
CoS 11 CoS T coS T CoS 11 coS TRRE:

Hatarozd meg az alabbi szorzat értékét:

c0s(20°) - cos(40°) - cos(80°).

3



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Legyenek x,y, z olyan valés szamok, melyekre
sin(x) + sin(y) +sin(z) =0 és  cos(x) + cos(y) + cos(z) = 0.
Bizonyitsd be, hogy
sin(2x) + sin(2y) +sin(22) =0 és  cos(2x) + cos(2y) + cos(2z) = 0.
Bizonyitsd be, hogy
cos?(10°) + cos?(50°) + cos?(70°) = g

Add meg azon x valds szamokat, melyekre teljesiil, hogy

cos(x) + cos(2z) — cos(3z) = 1.

5. Soxogek

Legyen ABCDEF egy olyan konvex hatszog, melyre FAB<+ BCD<+ DEF< = 360°, és
AB-CD-EF = BC-DFE - FA. Bizonyitsd be, hogy

AB-FC-EC=BF -DE-FA

Legyenek 21, 29, . . . 2, paronként kiilonboz6 1 hosszi komplex szamok. A kovetkezo két allitas
koziil valamelyikbol kovetkezik-e a masik?

(i) 21,22, ... 2, egy szabélyos n-szog csicsai.
(i) 2P+ 20+ 42t =n(-1)""z 2g- - Zn
Legyen ABC'D egy négyzet, és P egy pont a koriilirt korén. Legyen
S,(P)=PA"™+ PB"+ PC" + PD".

Hatérozd meg az Osszes n pozitiv egész szamot, melyre az S, (P) érték fiiggetlen P valasztdsatol.

Legyen n > 2 egész szam, és f: R? — R oylan fiiggvény, hogy minden A; A, ... A, szabdlyos
n-szog esetén

fCAD) + f(As) + -+ + f(An) = 0.
Mutasd meg, hogy f a konstans 0 fliggvény.

6. Egyéb

Bizonyitsd be, hogy
2+

2—1

z =

hidba 1 hosszi, mégsem egységgyok.
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