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A komplex szamok definiciéja

A komplex szamok alaphalmaza a valés szamparok halmaza. Ezen a halmazon értelmezziik az
Osszeadast és a szorzast a kovetkez6 modon: (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b + d) ¢és (a,b) - (¢,d) =
(ac — bd,ad + be). A komplex szamok halmazaban a (0,1) elemet hagyoméanyosan i-vel jeloljiik:
a definicio alapjan vilagos, hogy i* = —1. Ezek alapjan az (a,b) komplex szdmot hagyomanyosan
a + bi alakban szoktak felirni. Ezzel a jeloléssel a muveletek az (a +bi) + (¢ +di) = (a+¢) + (b+d)i
és az (a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i alakot 6ltik. Vegyiik észre, hogy ez éppen annak felel
meg, hogy a szorzast a szokésos zarojelfelbontasi szabaly alapjan végezziik, és 12 helyett —1-et frunk.
Lehet ellendrizni, hogy ez a két miivelet teljesiti a szokdsos miiveleti szabalyokat (az Osszeadas és
a szorzas is kommutativ és asszociativ, illetve teljesiil a zarojelfelbontési szabély, van nullelem (a
(0,0)) és egységelem (az (1,0))), azaz a komplex szamok kommutativ gyttt alkotnak. Mint latni
fogjuk, ennél tobb is igaz: osztani is lehet a nemnulla komplex szamokkal, azaz testet is alkotnak.

Feladatok

Miiveleti tulajdonsagok

F /1. Bizonyitsd be, hogy a komplex szamok gytirtje nullosztomentes: azaz ha két komplex szam
szorzata 0, akkor valamelyik szorzotényezd is 0.

F /2. Bizonyitsd be, hogy a nemnulla komplex szamokkal lehet osztani: azaz ha (a,b) # (0,0), akkor
tetszdleges (c,d) szamok esetén egyértelmiien léteznek x, y valos szamok, melyekre teljesiil,

hogy
(a4 bi)(x + yi) = c+ di.

Ez azt jelenti, hogy a racionélis és a valds szamok halmazahoz hasonléan a komplex szamok is testet alkotnak.

Négyzetgyokvonas és kobgyokvonas

F /3. Keresd meg az 6sszes 2z komplex szamot, melyre teljesiil, hogy 22 = —1.

F /4. Bizonyitsd be, hogy tetsz6legez nem nulla z komplex szam esetén pontosan két w komplex
szam létezik, melyre w? = 2.

F/5. a. Keresd meg az 6sszes z komplex szamot, melyre 23 = 1.
b. Keresd meg az sszes komplex szamot, melyre 23 = —1.
c. Keresd meg az 6sszes komplex szamot, melyere 23 = i

Q.
d. Keresd meg az 0sszes komplex szdmot, melyre 23 = —i.

Hatvanyozas
F /6. Keress szabélyossagot az (1 4 i) hatvanyoknal (ahol n pozitiv egész).
F /7. Keress szabélyossagot a (—% + @z) hatvanyoknal (ahol n pozitiv egész).

F /8. a. Keress zart formulat a a (8) - (Z) - (g) + ... 0sszegre, ha n oszthato 8-cal, illetve ha n nyolcas
maradéka 5.
b. Keress zart formulét a (g) + (’;) + (Z) + ... Osszegre, ha n oszthato 6-tal, illetve ha n hatos
maradéka 4.
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(Casus Irredicibilis) Irj fel egy egész egyiitthatés harmadfoki egyenletet, melynek gyoke r =
=2+ 21 + /=2 — 2i, és hatarozd meg az Osszeg pontos értékét.

Konjugalas

A 2z = a + bi komplex szam konjugaltja alatt a Z = a — bi szamot értjiik.

a. Bizonyitsd be, hogy 2z + w =z 4+ w.

b. Bizonyitsd be, hogy zw = Z - w.

c. Bizonyitsd be, hogy z-Z = N(z2).

d. Mely komplex szamokon értelmezett, komplex értéki f(z) fuggvényekre teljesiil, hogy f(z+
w) = f(2) + f(w) és f(zw) = f(2)f(w)?

Bizonyitsd be, hogy ha a zw szorzat valos, és z # 0, akkor létezik olyan valos A, melyre w = \-Z.
Bizonyitsd be, hogy ha p valos egyiitthatos polinom, akkor ha p(z) = 0, akkor p(Z) = 0 is igaz.

Bizonyitsd be, hogy minden valos egyiitthatos polinom felbonthato legfeljebb masodfoka valo
egylitthatos polinomok szorzatéara (ehhez szitkséged lesz az algebra alaptételére: minden kom-
plex egyiitthatos polinomnak létezik komplex gyoke).

Bizonyitsd be, hogy ha egy valos egyiitthatos polinomnak minden valos helyen nemnegativ az
értéke, akkor felbonthato két valds egyiitthatos polinom négyzetének az Gsszegére.

A komplex szamsik

Mivel minden komplex szamot egy valés szampar ir le, igy abrazolhatjuk Gket a sik pont-
jaiként. Milyen geometria transzformaciot irnak le az alabbi, komplex szdmokon értelmezett
fiiggvények?

a. p(z) =iz

b. q(z) = (1 +1)2

c. r(z2) = %z

d. s(z) = (% + ‘/732) z

N(z) jeloli a z komplex szam hossznégyzetét (ha a komplex szamra vektorként gondolunk,
amely a 0 pontbol a z-nek megfelels pontba mutat), azaz N(a + bi) = a® + b? (ezt a komplex
szam normajanak nevezziik). Bizonyitsd be, hogy N(zw) = N(z)N(w).

|z| a z komplex szam hosszat jeloli (azaz |z| = \/N(z)). Bizonyitsd be, hogy |z +w| < |z|+ |w].

arg(z) jeloli az 1-be és a z-be mutaté vektorok altal bezért iranyitott szoget (pl. arg(i) = 7,

arg(—1) = m és arg(—i) = 2F). Bizonyitsd be, hogy arg(zw) = arg(z) + arg(w). Mi a helyzet
arg z/w-vel? Es arg \/z-vel?

Hatarozd meg a komplex gyckvonas segitségével sin 15° és cos 15° pontos értékét.

Bizonyitsd be a trigonometrikus fiiggvények addiciés képleteit a komplex szamok segitségével:
cos(av + ) = cosacos f — sinasin f és sin(a + ) = sina cos  + cos asin S.

(Klasszikus feladat, oldd meg komplex szamok segitségével.) Mekkora az dbran lathaté ABC'<
sz0g? (Az abra ot egységnégyzetbdl all.) Tudsz hasonlo feladatokat gyartani?
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Bizonyitsd be, hogy minden nemnulla komplex z szamhoz pontosan n darab w komplex szdm
létezik, melyre w™ = z. Milyen alakzatot alkotnak a kapott w komplex szdmok?

Bizonyitsd be, hogy ha az a és a b egész szamok felirhatok két négyzetszam Osszegeként, akkor
a - b is felirhato két négyzetszam Gsszegeként.

Komplex egységyokok

Azokat a komplex szamokat, melyekre 2" = 1 teljesiil, n-ik egységgyoknek nevezziik. Bizonyitsd
be, hogy z # 1 n-ik egységgyok, akkor 1+ z + ... + 271 = 0.

Legyen AjAs... A, egy szabélyos n-szog az egységkoron, P pedig egy tetszéleges pont az egység-
korlapon. Bizonyitsd be, hogy PA; - PAy - ...- PA, < 2. Mikor all fenn az egyenlGség?

Legyen p > 3 egy primszam. Bizonyitsd be, hogy ha egy p-szognek minden szoge egyenls és
minden oldala egész hossziisagu, akkor a sokszog szabalyos.

Vegyes lekots feladatok

Bizonyitsd be, hogy a z1, 25 és 23 komplex szamok akkor és csak akkor teljesitik a 22 423 423 =
2129 + 2123 + 2223 egyenlGséget, ha 21 = 2o = z3, vagy a hadrom komplex szdm szabalyos
haromszoget alkot a komplex szamsikon.

2zw

> (2 és w harmonikus

a. Bizonyitsd be, hogy ha |z| = |w] # 0 és 2% # w?, akkor a 0, z, w és
kozepe) komplex szamoknak megfelel§ pontok hurdeltoidot alkotnak.
b. Bizonyitsd be, hogy ha z és w nem nulla komplex szadmok és 2% # w?, akkor a 0, z, w és

2 P L .
==, komplex szamoknak megfelel6 pontok egy korre vagy egy egyenesre esnek.

Bizonyitsd be, hogy az egyméstol kiilélnb6z6 a, b, ¢ és d komplex szamok akkor és csak akkor

vannak egy korén vagy egy egyenesen, ha % valos.

Bizonyitsd be a Ptolemaiosz-egyenlGtlenséget a komplex szamok segitségével: tetszGleges A, B,
C' és D pontok esetén AB-CD + BC - AD > AC - BD. Bizonyitsd be a Ptolemaiosz-tételt is:
ha A, B, C és D egy korre esnek (ebben a sorrendben), akkor teljesiil az egyenldség.

Legyenek az a és b komplex szdmok a komplex egységkoron, z pedig tetszéleges (a nekik
megfelels sikbeli pontokat A, B és Z jeloli). Bizonyitsd be, hogy a Z pontbol az AB htura
allitott merdleges talppontja t = 1(a + b+ z — abz).

Legyenek az a, b, ¢ és d komplex szamok az egységkoron. Bizonyitsd be, hogy az AB és a C'D
htur metszéspontja

_ab(c+d) —cd(a+D)

B ab —cd

(Kiirschéak verseny, 2000/2) Legyen ABC' nem szabalyos haromszog, és legyen w a koriilirt kore.
A sik egy tetszéleges P pontjara legyen a PA, PB és PC egyenes méasodik metszéspontja a
korrel A’, B' és C'. Bizonyitsd be, hogy pontosan két olyan P pont létezik a sikban, melyre
A'B'C" szabélyos, és ez a két pont és az w kozéppontja egy egyenesre esik.



