Olimpiai szakkor 2025. szeptember 19.

1. Tekintsiink négy pontot ugy, hogy ezek nincsenek mind egy sikban. Hany olyan sik van, amely mind a
négy ponttdl ugyanolyan tavol van?

2. lgazoljuk, hogy 100 egész szam kozott biztosan van néhany, amelyek 6sszege oszthatd 100-zal.

3. Jeloljiik egy tetszéleges ABC haromszog szogeit rendre a-val, B-val, illetve y-val. Az AB oldal felez6
merdlegese messe a BC oldalt vagy annak meghosszabbitasat az X pontban, az AC oldal felezé merdlegese
pedig ugyanezt az egyenest az Y pontban. Bizonyitsuk be, hogy a BC = XY teljesiilésének elegendd
feltétele: tg B - tgy = 3. Bizonyitsuk be, hogy ez a feltétel nem sziikséges, és adjuk meg a BC = XY
teljesiilésének sziikséges és elegendd feltételét.

4. Tekintsiik az 1, 2, ..., 100 szamokat és ezeknek egy H részhalmazat. Legalabb hany eleme kell legyen
H-nak, ha az elemek ismerete nélkiil mégis biztosan kijelenthetd, hogy van koztiik kettd, melyek relativ
primek? Es ha a feltétel: a kisebb osztja a nagyobbat?

5. Legyen az Q illetve I" korok kozéppontja rendre M illetve N . Tegytik fel, hogy Q sugara

kisebb, mint I" sugara, valamint hogy Q ¢és I" a (kiilonb6z0) A és B pontokban metszik egymast. Az

MN egyenes Q-t a C pontban, I'-t pedig a D pontban metszi olyan modon, hogy C, M, N és D

ebben a sorrendben kovetik egymast az egyenesen. Jeldlje P az ACD haromszog koriilirt korének a
kozéppontjat. Messe az AP egyenes Q-t az E=A pontban. Messe az AP egyenes I'-t az F=A

pontban. Legyen H a PMN haromsz6g magassagpontja. Bizonyitsuk be, hogy a H-n atmend, AP -vel
parhuzamos egyenes érinti a BEF haromszog koriilirt korét.

6. lgaz-e, hogy minden pozitiv egész n szdmnak van olyan tobbszordse, amelyben a jegyek dsszege n?

7. Mely n természetes szamokra érvényes a kovetkezo allitas: a korbe irhatdo A1Az . . . A2n-1A2n Konvex
sokszognél az (A1A2; An+1An+2), (A2A3; Ant2An+3), . . ., (An-1An; Aon-1A2n) Szemkozti oldalparok
parhuzamossagabol kovetkezik az (AnAn+1; A2nA1) oldalpar parhuzamossaga?

8. Adjuk meg pozitiv egészek olyan hét elemi sorozatat, amelyben akkor lesz két szam relativ prim, ha a
sorozat szomszédos elemei! Megadhato-e végtelen hosszu sorozat ugyanezzel a tulajdonsaggal?

9. Pozitiv egészek egy halmazat nevezziik ,,0sszegosztosnak”, ha a halmaz minden eleme osztja az Gsszes
elem 6sszegét. Igazoljuk, hogy a pozitiv egészek tetszdleges véges részhalmaza kiegészitheté néhany
szammal 0sszegosztossa.



