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1. Mirsky és Dilworth

1.1. Probléma. (BMO 2011) Adott S C NT a pozitiv egészek egy részhalmaza, melyre teljesiil,
hogy ha s € S, akkor s Gsszes pozitiv osztoja is benne van S-ben. A halmaz egy A C S részhalmazat
nevezzik jonak, ha barmely z,y € A esetén (ahol > y) z és y hanyadosa primhatvany. S egy
B C S részhalmazat nevezziik rossznak, ha barmely két kiilonbo6z6 x,y € B érték esetén x és y
hanyadosa nem primhatvéany (az egyelemi halmaz joé és rossz is). Bizonyitsuk be, hogy a legkisebb
k érték, melyre S felbomlik k& darab rossz halmaz diszjunkt unidjara egyenls S legnagyobb jo
részhalmazanak méretével.

1.2. Probléma. Legyen n,m > 2 pozitiv egészek. Hatarozzuk meg a legkisebb k értéket (m és
n fiiggvényében), melyre egy k cstcsu egyszert grafban biztosan van n hosszu ut, vagy m csucsa
fliggetlen halmaz.

1.3. Definicié. Legyen S egy tetszSleges halmaz, és < egy relacio S elemein. Ekkor az (5, <)
part egy részbenrendezésnek nevezziik, ha a relaciora teljesiilnek a kovetkezs tulajdonsagok:

e Reflexiv: miden x € S esetén x < z.

e Antiszimmetrikus: ha x < y és y < z akkor x = y.

e Tranzitiv: ha z <y és y < z akkor = < z.

Eléfordulhat, hogy sem x < y, sem y < x nem teljesiil, ekkor azt mondjuk, hogy = és y nem &sszehason-
lithato.

1.4. Definicié. Legyen (S, <) egy részbenrendezés. Ekkor egy L C S részhalmazt lancnak neve-
zink, ha L barmely két eleme Gsszehasonlithatdé. Hasonl6an egy A C S részhalmazt antilancnak
neveziink, ha A semely két kiilonb6z6 eleme nem Gsszehasonlithato.

1.5. Tétel. (Mirsky) Legyen (5, <) egy részbenrendezés, ahol S véges. Ekkor a leghosszabb lanc
hossza S-ben egyenl§ a legkisebb olyan k értékkel, melyre S felbomlik & darab antilanc diszjunkt
unidjara.

1.6. Tétel. (Dilworth) Legyen (S, <) egy részbenrendezés, ahol S véges. Ekkor a legnagyobb
antilanc mérete egyenld a legkisebb olyan k értékkel, melyre S felbomlik k& darab lanc diszjunkt
unidjara.

1.7. Tétel. (Erdgs-Szekeres) Barmely (S, <) részbenrendezés esetén, ahol |S| > rs + 1, létezik
r + 1 hosszi lanc vagy s + 1 méretd antilanc.
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A tételt a valosakra, egy teljes rendezéssel alkalmazva visszakapjuk az Erdds-Szekeres tétel jobban ismert
verzidjat.

1.8. Példafeladat. (Dragomir Grozev) Egy orszagban n varos van, melyek 1-t6l n-ig vannak
szamozva, ezek kozil néhany Ossze van kétve egyiranyu utakkal. k-sétdnak hivjuk véarosok egy
olyan k£ hosszi sorozatat, melyben a sorozat egy tagjabol a kovetkezébe iranyitott ut megy, és
a sorozatban a varosok szamozéasa szigortian névekvé vagy szigorian csokkend. Tudjuk, hogy az
orszagban nem létezik k-séta. Bizonyitsuk be, hogy be lehet osztani a varosokat (k—1)? csoportba
agy, hogy egy csoporton beliil semely két varos kozott ne haladjon iranyitott tt.

1.9. Példafeladat. (Iran MO 2006) A csillagos égbolton n csillag mindegyike egy bizonyos
zért idGintervallumban lathaté. Tudjuk, hogy barmely k csillag koziil kivalaszthato kettd, melyek
latszanak valamikor egyszerre. Legalabb hanyszor kell tudnia a kameranknak fényképezni, hogy
biztosan lencsevégre kaphassuk az Osszes csillagot legalabb egyszer?

1.10. Probléma. (Kiirschak 2020) Egy varosban N haz van. Télapé minden karacsonykor
végigjarja a hazakat valamilyen sorrendben. Mutassuk meg, hogy ha N elég nagy, akkor teljestil,
hogy harom egymast kovets évben mindig talalhaté 13 olyan haz, amit (a harom koziil) két évben
is ugyanabban a sorrendben latogatott meg. Hatérozzuk meg a legkisebb N szamot, melyre ez
fennall.

1.11. Probléma. (China TST 2023) Adott egy ABC haromszog a sikon, és a belsejében a P,
P, ..., P, pontok agy, hogy semely harom jel6lt pont nem esik egy egyenesre. Bizonyitsuk be,
hogy fel tudjuk bontani az ABC' haromszoget 2n + 1 kisebb haromszogre ugy, hogy a csicsaik az
A, B,C, Py, P,, ..., P, pontok koziil keriiljenek ki, és koziiliik legalabb n -+ 1/n + 1 haromszognek
legyen csucsa A, B vagy C koziil legalabb egy.

1.12. Probléma. (Sperner-Lubell) Legfeljebb hany részhalmaza sorolhato fel az {1,2,...,n}-nek
agy, hogy semelyik ne legyen semelyik masiknak részhalmaza?

1.13. Probléma. (Serbia TST 2023) Adott a sikon n? fal, melyek koziil semely kett nem
parhuzamos és nem metsz$. Bizonyitsuk be, hogy létezik a sikon n pont, melyek koziil semely
kettd nem latja egymast (a falak zart szakaszok, két pont latja egymaéast, ha az ket Osszekotd
szakaszt nem metszi egyik fal sem).

1.14. Probléma. (Cheng Jiang, Tianqgin Li) Tetsz6leges p prim és 1 < a < p — 1 egész esetén
(e~ mod p) jeldlje azt az 1 < m < p — 1 egészt, melyre p|am — 1. Legyen k fix pozitiv egész, és
p > 100k? primszam. Bizonyitsuk, hogy léteznek olyan x1, @, ..., T) pozitiv egészek, melyekre

o 1< <xo<...<zxp <p—1¢6s
e (z7' modp) > (z;' modp)>...> (z;' mod p).
1.15. Probléma. (Ukrainian MO 2024) Tetszéleges a1, as, .. ., a valos szamok kirdlyi dtlagdnak

hivjuk a
ar+ag+ ...+ ax

k+1
kifejezés értékét. Bizonyitsuk be, hogy barmely valés by, bs, ..., bagas valosak esetén létezik 45
olyan (7,7) par (ahol ¢ < j), hogy a b;, bi11, ..., b; szamok kiralyi atlaga barmely két valasztott

(4,7) par esetén kiilonbozik.
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1.16. Probléma. Egy osztalyban n tanul6 van, akik a jov6 héten egymaés utan felelni fognak. A
sorrendet az osztalyfénok mar elére eldontotte, viszont nem kozolte a didkokkal. Amikor egyszerre
odamegy hozza d diadk (ahol d értéke fix), akkor az osztalyfénok elmondja, hogy koziiliik ki felel
elgszor, vagy hogy ki felel utoljara (és azt is, hogy melyik eset all fenn). A didkok akarhany
kiildottséget kiildhetnek. Hatarozzuk meg (n és d fiiggvényében) a legnagyobb k értéket, melyre
az osztaly biztosan meg tudja hatarozni k tanulé egymashoz viszonyitott felelési sorrendjét.

1.17. Probléma. Legyen n > 8 pozitiv egész. Hatarozzuk meg a legkisebb olyan k értéket
(n fiiggvényében), melyre teljesiil, hogy barmely n cstacst, k éllel rendelkezs egyszeri grafban
taldlhato két kor, melyek élei diszjunktak.

1.18. Probléma. Jeldlje F az A és B karaterek véges hosszu sorozatainak halmazat, és legyen
G C F, melyre teljesiil, hogy ha egy X sorozat benne van G-ben, akkor X Osszes részsorozata is
benne van G-ben (vagyis azok a sorozatok, melyek elérhetéek X-bol néhany karakter kitorlésével).
Igaz-e, hogy tetszdleges ilyen G mellett létezik olyan véges F' C F halmaz, melyre X € G akkor és
csak akkor, ha X-nek nincs részsorozata F-ben?

2. IMO feladatok

2.1. Probléma. (IMO 2020) Adott egy n > 1 egész szam. Egy hegynek egy lejtGjén n? alloméas
van, csupa kiilonb6z6 magassagon. Két felvonotarsasag, A és B mindegyike k felvonot lizemeltet;
mindegyik felvonoval egy allomasrol egy magasabban 1évs allomasra lehet eljutni (kozbiilsé megal-
las nélkiil). Az A tarsasag k felvonojanak k kiilonb6z6 kezdSpontja és k kiillonb6z6 végpontja van,
és magasabbrol indulé felvondé magasabbra is érkezik. Ugyanezek igazak a B-re. Azt mondjuk,
hogy egy felvonotarsasag osszekiot két allomast, ha a lejjebbi alloméasrol indulva el lehet jutni a
feljebbire az adott tarsasag egy vagy tobb felvonojat hasznalva (nincs megengedve semmilyen mas
mozgas az allomasok kozott). Hatarozzuk meg a legkisebb olyan pozitiv egész k szamot, amelyre
biztosak lehetiink abban, hogy van két allomas, amelyet mindkét felvonotarsasag osszekot.

2.2. Probléma. (IMO 2023) Legyen n egy pozitiv egész. Egy japdin hdromszog 1 +2+ ...+ n
korbdl all, szabélyos haromszog alakban elrendezve tgy, hogy minden ¢ = 1,2,...,n esetén az i-
edik sor pontosan i kort tartalmaz, melyek koziil pontosan egy piros szinti. Nindzsa-itnak neveziink
egy n korbdél allé sorozatot, mely a legfelsé sorbol indul, egy kort a kozvetleniil alatta 1évs két kor
valamelyike kovet, és a legals6 sorban végzddik.

Hatarozzuk meg a legnagyobb k értéket (n fiiggvényében), melyre fennall, hogy minden japan
haromszogben talalhato olyan nindzsa-tit, ami legalabb £ piros kort tartalmaz.

2.3. Probléma. (IMO 2025) Vegyiink egy 2025 x 2025 egységnégyzetbdl allo négyzetracsot.
Matild téglalap alaki csempéket helyez a racsra (melyek mérete eltérs lehet) ugy, hogy a csempék
oldalai a racsegyenesekre esnek illetve minden egységnégyzetet legfeljebb egy csempe fed.
Hatarozzuk meg, legkevesebb hény csempét kell Matildnak leraknia ahhoz, hogy a récs minden
sordban és minden oszlopaban pontosan egy egységnégyzetet ne fedjen csempe.

2.4. Probléma. (IMO Shortlist 2010) Egy koncerten 20 felléps fog énekelni egymas utdn. Mind
a 20 felléps elére meghatarozta a tobbi énekes egy részhalmazat, akik utan szeretne fellépni.
Lehetséges-e, hogy a fellépSk éppen 2010 féle sorrendben szerepelhetnek tgy, hogy mindegyikiik
kivansaga teljesiiljon?
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