Linearis algebra
Szombat déleldtt

1. Egy tizdimenzios térben kivalasztunk harom kilencdimenzios alteret. Mekkora lehet a met-
szetiik dimenzi6ja? Adjunk példat minden lehetséges értékre.

2. Ha egy V vektortér vektoraira a & (b,c),b & (a,c),c € (a,b), akkor mi lehet ¢?

3. Ejfélkor a hétfejd sarkany megjelent a kiralylanynal, felirt egy 13 x 21-es 8 rangu valos
maétrixot, és a kovetkezdket mondta. ,Minden reggel megvaltoztathatod a matrix egy elemét.
En minden éjjel eljovok, és én is megvaltoztathatom a méatrix egy elemét. Ha a matrix rangjat
hétté tudom tenni, akkor felfallak.” Erdemes-e a kiralylanynak algebrat tanulnia?

4. A sarkdny a kiralylany hugahoz is bement. ,Neked egy 8 rangu 8 x 8-as M métrixot
kell most felirnod. Minden reggel meg kell valtoztatnod a méatrix egy elemét (tehat M-et méar
holnap reggel is). En minden &jjel eljévok, és én is megvéltoztatom a matrix egy elemét. Mind-
ketten mindig kotelesek vagyunk egyegy elemet ténylegesen meg is valtoztatni. Ha a matrix
rangjat hétté tudom tenni, akkor felfallak.” A kirdlylany huga életben maradt-e?

5. Egy n-dimenziés valés euklideszi térben maximéalisan hény olyan nem nulla vektor ad-
hatoé meg, melyek koziil barmely ketts szoge «, ha a = 60°, illetve ha o = 120°7

6. Legfeljebb hany vektort lehet kivalasztani az n dimenzios térben ugy, hogy barmely ketts
tompaszoget zarjon be?

7. Bizonyitsuk be, hogy minden nem nulla f egész egyiitthatoés polinomnak van olyan nem
nulla ¢ = fh polinom-szorosa, hogy g-ben minden tag kitevéje primszam (g, h is egész egyiit-
thatos polinomok).

8. A szultin gondolt R'%l-ben egy bazist, amit Seherezadénak 1001 éjszaka alatt ki kell
talalnia, kiilonben kivégzik. Ejszakénként egy altala valasztott vektorrol megkérdezheti, hogy
mik a koordinatai. Eletben marad-e Seherezadé? Mi a helyzet akkor, ha mindig csak az els6
koordinatara kérdezhet ra, és a kegyelem feltétele az elsé bazisvektor kitalalasa?

9. Vannak-e olyan a(z), b(z), c(y), d(y) valos egylitt hatos polinomok, amire

1+ 2y + 2y = a(z)c(y) + b(z)d(y)

10. Egy n f6s varosban m klub van. Minden klubnak paratlan sok ember a tagja és barhogy
valasztunk ki két klubbot, azon emberek szama, akik legalabb az egyiknek tagjai paros. Lassuk
be, hogy m < n.



11. (Fischer-egyenldtlenség) Adott megint egy n f6s varos m klubbal. Béarmely 2 klubnak
pontosan k € Z* kozos tagja van. Bizonyitsuk be, hogy m < n.

12. Legyen Z™ az egész szamokbol allo, n tagn sorozatok (azaz vektorok) halmaza. Ha

u=(ug,...,u,)
és
w = (wy,...,wy,)
két ilyen vektor, akkor legyen
u+w=(u +wi,...,u,+wy,)
¢s
uVw = (max(uy,w),...,max(t,, w,))

Kiindulasként felirtuk a tablara Z"-nek s darab elemét. Ha egy adott pillanatban a (nem
feltétleniil kiilonboz6) u és w vektorok mér fel vannak frva a tablara, akkor az u+w ésuvw
vektorokat is fel szabad irni a tablara. A kiindulasi vektorok olyanok voltak, hogy Z™ barmely
eleme felirhato véges sok 1épéssel. Mi az s legkisebb lehetséges értéke, ha n = 2025.

13. Legyen A (nem feltétlentil kiilonbozs) egész szamok véges halmaza. Legyen m > 2 egész
szam. Legyen egy S halmaz elemeinek Osszege S*. Tegyiik fel, hogy A-nak vannak olyan
By, By, Bs, ..., By, részhalmazai, amikre {Bj, ..., B: } = {m,m? ..., m™}. Bizonyitsuk be, hogy
A-nak legalabb m /2 eleme van.



