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Lagrange-multiplikAtor moédszer
Imolay Andrds, olimpiai iskola tdbor

1 Egyvaltozos szélsGérték feladatok megoldasa derivalassal

Tétel 1.1. Legyen U C R nyilt intervallum és f: U — R differenciadlhaté fliggvény. Tegyiik fel,
hogy x € U az f fliggvény lokélis maximuma. Ekkor f’(z) = 0.

-
Lemma 1.2. Legyen [ egy zart intervallum, és legyen f : I — R egy folytonos fliggvény. Ekkor
f-nek van globallis maximuma, azaz létezik egy x € I pont tugy, hogy f(z) > f(y) minden mas

y € I pontra.
/

Moébédszer

Fogalmazzuk at a feladatot olyan formara, hogy egy egyvaltozos f(z) fiiggvényt kelljen maxi-
malizalni egy I zart intervallumon. A maximum létezik az el6z6 lemma alapjan.

Hol veheti fel a fliggvény a maximumat? Az el6z8 tétel szerint csak azon z helyeken, melyek I
belsejében vannak és f'(z) = 0, vagy az intervallum valamelyik szélén. Ez altalaban egy véges
halmaz, elég ezeket Gsszehasonlitani.

Gyakorlo feladatok

2

1.1. Hatarozzuk meg az 22 — 2* fiiggvény maximuméat a [—2, 2] intervallumon.

1.2. Egy egység sugaru korben huzzunk be egy atmérst. Legfeljebb mekkora lehet a teriilete egy
olyan téglalapnak, aminek két szomszédos cstcsa illeszkedik a behtuzott atmérére, és a masik két
cstcsa a korén van?

1.3. Melyik a gombbe irhaté6 maximélis térfogati egyenes korkap?

2 Tobbvaltozos széls6érték feladatok megoldasa derivalassal

Tétel 2.1. Legyen U C R"™ nyilt halmaz és f: U — R olyan fiiggvény, melynek minden pontban
létezik az Osszes parcidlis derivaltja. Tegyiik fel, hogy x € U az f fiiggvény lokalis maximuma.
Ekkor V(x) = 0, ahol V(x) = (f{(x), f4(x),..., f}(x)) a parcialis derivaltakbol all6 vektor.

2025. mdrcius 30.
Szakkorvezetd: Imolay Andrds(imolay.andras@gmail.com)
Az Olimpiai Iskola email cime: olimpiai.iskola@renyi.hu


mailto:imolay.andras@gmail.com
mailto:olimpiai.iskola@renyi.hu

-
Lemma 2.2. Legyen S egy korlatos és zart halmaz, és legyen f : S — R egy folytonos fiiggvény.
Ekkor f-nek van globallis maximuma S-en, azaz létezik egy x € S pont tgy, hogy f(x) > f(y)
minden mas y € S pontra.

/

Moébédszer

Fogalmazzuk at a feladatot olyan formara, hogy egy tobbvaltozos f(x) fiiggvényt kelljen maxi-
malizalni egy S zart halmazon. A maximum létezik az el6z6 lemma alapjan.

Hol veheti fel a fiiggvény a maximumét? Az el6z6 tétel szerint csak azon x helyeken, melyek
S belsejében vannak és V(x) = 0, vagy a halmaz hatéaran vannak. A szoba jovs bels6 pontok
altaldban egy véges halmazt alkotnak, a hatar pedig eggyel kisebb "dimenziés", igy elég arra
megoldani a feladatot.

Gyakorlé feladatok
2.1. Hatarozzuk meg az 2% + 43 — 92y fiiggvény minimumat, ahol 0 < z,y < 10.
2.2. Hatarozzuk meg az z2 + zy + y? — 3z — 3y + 5 fiiggvény minimumat, ahol z,y valés szamok.

2.3. Egy egység sugart gombhoz tekintsiink egy s sikot, ami dtmegy a gdmb kézéppontjan. Legfeljebb
mekkora lehet a térfogata egy olyan téglatestnek, aminek van egy olyan lapja, mely az s sikban
fekszik, és a szekozti lapjanak mind a négy cstcsa a gémbre esik?

3 Lagrange multiplikdtor médszer

KTétel 3.1. Legyen U az R” egy nyilt részhalmaza, és legyenek f: U — R és g : U — R folytonos
fiiggvények, amelyeknek a parcialis derivaltjai is folytonosak. Tekintsiik a kovetkezd "feltétel
halmazt":

S={xeU]|gx)=c}

valamilyen valds ¢ szdm esetén. Tegyiik fel, hogy x € S az f egy lokélis maximuma S-ben. Ekkor
vagy Vg(x) = 0 teljesiil, vagy létezik egy A € R szam, melyre

Vf(x) = AVg(x).

%
Lemma 3.2. Ha g : R” — R egy folytonos fiiggvény, akkor a S = {x € R" | g(x) = ¢} halmaz zart
minden c¢ valés szamra.
Lemma 3.3. Ha S, T C R" zart halmazok, akkor a metszetiik is zért. ]
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Modszer

Az érthetdség kedvéért egy konkrét példan vezetjiik végig a modszert:
Hatdrozzuk meg abc mazximumdt a pozitiv valds szamok kdrében, amennyiben a + b+ ¢ = 3.

e Gondoljuk meg, hogy mi a maximalizdlandé f fliggvény, és mi a feltételt elkodolo g fiiggvény.
A példa feladatban f(a,b,c) = abe és g(a,b,c) = a+b+ c.

e Gondoljuk meg, hogy milyen U tartoméanyon vizsgaljuk az f és g fliggvényeket. Ha lehet,
tegyiik korlatossa.
A példdban az {(a,b,c) € R? | a,b,c > 0} a vizsgdlt tartomdny. Ehelyett azonban tekinthetjiik
inkdbb az U = {(a,b,c) € R3 | 0 < a,b,c < 3} tartomdnyt.

e Ha ez a tartomany nem zart, akkor tekintsiik a lezartjat.
A példdban legyen U = {(a,b,c) € R® | 0 < a,b,c < 3}.

e Gondoljuk meg, hogy a vizsgalt U tartomany belsejében az f és g fiiggvények tényleg par-
cidlisan differncidlhatok, és folytonosak a parciélis derivaltak.
Ez dltaldban vildgos, ahogy a példdban is.

e Az UNS zart, ahol S a "feltétel halmaz", igy f-nek létezik itt maximuma. A hatart vizsgaljuk
meg kiilon, U bels§ pontjaiban pedig tudjuk alkalmazni a tételt.
Ha (a,b,c) az U hatdrdn van, akkor valamelyik szdam 0, igy f(a,b,c) = 0, tehdt itt nem
lehet a mazimum. A belsd pontokban Vg(a,b,c) = (1,1,1) és V f(a,b,c) = (bc,ac,ab). Ezek
alapjan bc = ac = ab = A, igy a = b = c. A feltételt kihaszndlva ekkor a = b =c =1, gy
csak f(a,b,c) =1 lehet a mazimum.

Gyakorl6 feladatok
3.1. Mennyi az xy maximuma, ha tudjuk, hogy z? 4+ y? = 1?7
3.2. Legfeljebb mekkora lehet a3b?c, ha a + 2b + 3¢ = 5, ahol a, b, ¢ nemnegativ valés szamok.

3.3. Bizonyitsuk be a szdmtani-mértani egyenlStlenséget Lagrange-multiplikdtor modszerrel. Azaz ha
T1,xo,..., I, pozitiv valés szamok, akkor

<x1+x2+...+$n.

Vr1x9 ... Ty
n

3.4. Mennyi 22 + % + 22 maximuma, ha zyz? = 1

3.5. Hatarozzuk meg az = + y + z fiiggvény maximumat az 22 + % = 1 és 22 + 22 = 1 feltételek
mellett.

3.6. Hat négyzet Osszteriilete 2 egység. Mutassatok meg, hogy elhelyezhetSek atfedés nélkiil egy
2 X 2-es négyzetben.

3.7. Legyenek a,b, c nemnegativ valos szamok, melyekre teljesiil, hogy a? + b% + ¢ + abc = 4. Bi-
zonyitsuk be, hogy 0 < ab + bc + ca < 2.

3.8. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, c nemnegativ valos szamok, melyekre a + b+ ¢ = 1, akkor

4

2 2 2
b+b < —.
a“b—+ c+ca_27
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4
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