LINEARIS ALGEBRA BEVEZETO

HUJTER BALINT — OLIMPIAI ISKOLA, 2025. MARC. 28-30.
VERZIO: 2025. APRILIS 3.

1. Szombat délelott

1.1. Indito feladatok

Példa olyan polinomra, amelynek nem egészek az egyiitthatéi, mégis minden egész helyen egész értéket
vesz fel: f(x) = $2* + .

1. feladat. a) Mutass olyan harmadfokd, tehat f(z) = az®+bx?+ cx+d alaku fiiggvényt, amelyre teljesiil,
hogy a, b, ¢, d nem mind egész szamok, de f mégis minden egész x-hez egész szamot rendel értékiil.

b) Keress olyan példat, ahol |a| a lehetd legkisebb. (a # 0, kiillonben nem lenne harmadfoki.)

c) Mi a helyzet n-edfoki polinomok esetén?

2. feladat (K6MalL F.2574. alapjan). Egy k x n-es tdbldzat mindegyik mezdjén van egy-egy lampacska,
amely nyomégombként is miikédik. Ha valamelyik gombot megnyomjuk, akkor az ebben levé lampa,
valamint mindazok, amelyek a megnyomott gombbal oldal mentén szomszédosak, allapotot valtanak, tehat
amelyik kordbban égett, az a nyomés hatésara elalszik, amelyik pedig korabban nem égett, az kigyullad.
El lehet-e érni barmely allapotot a teljesen lekapcsolt kiindulasi allapotbél indulva

a) 3 x 3-as b) 4 x 4-es
tablazat esetén?

3. feladat (Szamkitalalas). Micimack6 gondolt tiz egész szamot, ezek x1, zs, . .., z19. Malacka megkérdez-
heti tole barmely olyan kifejezés értékét, amelyet ezekbol az Osszeadas és kivonas segitségével képeziink,
pl. mennyi x; + 8xy — Tx3. A kovetkezd kérdés mindig fligghet az elézore kapott valasztol.

a) Legkevesebb hany kérdéssel tudja Malacka kitaldlni a tiz szamot?

b) Mennyiben valtozik a helyzet, ha Micimacké elarulta, hogy pozitiv egészekre gondolt?

4. feladat (13 sily). a) Adott 13 darab sily. Akarmelyiket is hagyjuk el, a maradék 12 darab beoszthatd
két hatos csoportba gy, hogy az egyes csoportokban levo silyok 0sszege megegyezik. Bizonyitsuk be, hogy
mind a 13 suly egyenl6 kell legyen, ha a stulyok

a) pozitiv egészek, b) egészek, c) raciondlisak d) ¥ tetszéleges valds szdmok lehetnek.

5. feladat (KoMaL B.4988., Irani versenyfeladat). % Egy (m+2) x (n+2)-es tablazatnak levagjuk a négy
darab 1 x 1 méretl ,sarkat”. Az igy kapott csonka tablazat els6 és utolsé soranak, illetve elsé és utolséd
oszlopdnak minden mezdjére egy-egy (tetszéleges) valds szamot frunk. Igazoljuk, hogy a tabldzat maradék
m X n -es ,belseje” egyértelmiien kitoltheto valos szamokkal tigy, hogy minden ide esé szam megegyezzen

a négy szomszédjanak atlagaval.


https://www.komal.hu/feladat?a=feladat&f=B4988&l=hu

1.2. Délel6tti megbeszélés

Definicié: Linedris egyenletrendszer (LER)

1.2.1. Két villamkérdés

6. feladat. Add meg az alabbi egyenletrendszer Gsszes megoldasat:

2v4+4y—3z = 3
Ty+6z—x = 12
2+2z = 3

7. feladat. Hany megoldasa lehet egy lineéris egyenletrendszernek?

1.2.2. Feladatok a két villamkérdés megbeszélése utan

8. feladat. Tekintstiink egy n ismeretlenes, k egyenletbdl all6 LER-t. Melyik lehetséges és melyik nem
lehetséges az alabbiak koziil?

0 mo. | 1 mo. | co mo.

k<n
k=mn
k>n

9. feladat. a) Adj meg 4 linedris egyenletet gy, hogy koziiliik barmely 3-nak egytitt még legyen megoldasa,
de a 4-nek egytitt mar ne legyen. b) Legkevesebb hany ismeretlen kell ehhez?

2. Szombat délutan

2.1. Délutant indité megbeszélés
10. feladat. Adott egy 6 egyenletbdl allo, 4 ismeretlenes linearis egyenletrendszer. Bizonyitsd be, hogy

ha barmelyik 5 egyenletnek van k6zos megoldésa, akkor mind a 6 egyenletnek is van k6zos megoldasa.

11. feladat. Az n-edfoki p polinomra teljestl, hogy p(0) = 1, p(1) = 2, p(2) =4, p(3) =8,..., p(n) = 2™
a) Meghataroztam-e egyértelmiien ezt a polinomot? b) Mennyi p(n + 1)?

2.1.1. Lampakapcsolgatos jaték
12. feladat. Bizonyitsd be, hogy az elérhetd allapotok szama barmely n x n-es tablazatnal 2-hatvany.
13. feladat. % Egy graf minden cstcsaban van egy lampa és egy kapcsold. A kapcsold az érintett cstcsot

és a szomszédjait kapcsolja. Bizonyitsuk be, hogy a teljesen lekapcsolt allapotbdl el lehet jutni a teljesen
felkapcsolt allapotba.



2.2. GGauss-eliminacio

Ezen az egyenletrendszeren csinaltuk végig a Gauss-eliminaciot.

r4+2y—z+3w = 1
T —y+2w 2
—2rx+2y+w = 0
3r+y—2z—w = 3

2.2.1. Feladatok a Gauss-eliminacié megismerése utan

14. feladat. A fénokod ad neked egy linearis egyenletrendszert. Megoldottad a Gauss-eliminéacioval, és
latod, hogy nincs megoldas. Hogyan lehetne meggy6zni a f6nokot, hogy tényleg nincs megoldas?

A fonoknek nincs ideje Gauss-elimindciot végigesindlni, valami ennél lényegesen kevesebb szamoldssal el-
lendrizheto bizonyitékot szeretnénk.

Megbeszéltiik, hogy azt, hogy végtelen sok megoldas van, konnyt bizonyitani: elég megadni két meg-
oldast (ezeket a fénok kénnyen ellendrizheti behelyettesitéssel).

Arra is érdekes lenne egy gyors bizonyiték, ha csak egyetlen megoldds — de sajnos én sem ismerek
egyszeriibb bizonyitékot a Gauss-eliminacio lefuttatasanal.

15. feladat. Tekintstiink egy n ismeretlenes, k egyenletbél all6 homogén LER-t (azaz = 0O-ra akarom
megoldani). Melyik lehetséges és melyik nem lehetséges az aldbbiak kozil?

1 mo. | oo mo.

k<n
k=n
k>n

16. feladat. Egy egész egytitthatos polinomot primadonndnak neveziink, ha minden nemnulla egyiitthatos
monomjanak kitev6je primszam, pl. a 4x'® — 2° 4+ 1022 polinom primadonna. Bizonyitsuk be, hogy minden
p polinomhoz létezik olyan ¢ polinom, hogy pq primadonna.

3. Vasarnap délelott

17. feladat. (a 15. feladat folytatdsa) Tekintsiink az Ax = b linedris egyenletrendszert és ennek ho-
mogenizaltjat, az Az = 0 egyenletrendszert (tehat ugyanazok az egyenletek, csak a konstans tagot O-ra
valtozatjuk). Ezek kapcsolatardl akarunk allitasokat megfogalmazni.

a) Az Ax = b egyenletnek oo megolddasa van = Az Az = 0 egyenletnek oo megolddsa van (azaz van
nemtrividlis megoldéasa).

b) Az Az = b egyenletnek 1 megoldasa van = Az Az = 0 egyenletnek 1 megoldasa van.

c) Ha a matrix négyzetes, akkor az eléz6 allitds megforditasa is igaz.

Az alabbi a linearis algebra alapvet6 definicié-péarja. Sajnos arra méar nem jutott id6, hogy érdemben
foglalkozzunk vele. A héazi feladatok kozott viszont lesz, ami errél szél.

3.1. definicid. vy, vs, ..., v, vektorok linearisan oOsszefiiggok, ha 1éteznek olyan i, Ao, ..., \p egyiitt-
haték, hogy nem mindegyik 0 és A\;vy + Aovo + ... + A\pvp = 0.
Ha nincsenek ilyen \;-k, akkor v, v, ..., vi linearisan fiiggetlenek.



4. Hazi feladatok

1. hazi feladat. Tekintsiink egy k x m-es valés métrixot (azaz k sorbdl és n oszlopbdl all téblazatot,
amely valds szdmokkal van kitoltve). A tablazat sorai tekinthetdk egy-egy n-dimenzi6s vektornak, mig az
oszlopai egy-egy k-dimenzids vektornak.

Bizonyitsuk be a kovetkezoket:

a) Ha k < n, akkor az oszlopok biztos, hogy linedrisan 6sszefiiggék.
b) Ha k > n, akkor a sorok biztos, hogy linedrisan 6sszefiiggék.

c) Ha k = n, akkor a sorok pontosan akkor linedrisan figgetlenek,
ha az oszlopok is linearisan fliggetlenek.

2. hazi feladat. Legfeljebb mennyi 42-valtozés linedris egyenletet lehet megadni gy, hogy koziilitk bar-
mely 42-t kivalasztva olyan egyenletrendszert kapjunk, amelynek egyértelmii a megoldasa.

3. hazi feladat. A legels6 Olimpiai Iskola alkalmon, teljes indukci6 témaban szerepelt a kovetkezo feladat:
Egy konferencidn n matematikus ebédel. Két terem van, melyekben gy szeretnének letilni, hogy mindenki
paros sok ismerdsével iljon egy teremben. Bizonyitsuk be, hogy ez mindig megoldhatd. (Az ismeretség
kélcsonos. )

Mutasd meg, hogy ez a feladat ekvivalens a fenti 13. feladattal.

Megjegyzés: A feladatpdrra létezik teljes indukcios és linedris algebrai indoklds is, eqyik sem tul hosszi, de
mindegyikre nehéz rajonni.

4. hazi feladat (KoMaL F.2610., 1986, javasolta: Méré Laszld). Egy 5 x 5-6s tablazat mindegyik mez3jén
van egy-egy lampacska, amely nyomogombként is miikodik. Ha valamelyik gombot megnyomjuk, akkor
az ebben levé lampa, valamint mindazok, amelyek a megnyomott gombbal oldal mentén szomszédosak,
allapotot valtanak, tehat amelyik kordbban égett, az a nyomas hatasara elalszik, amelyik pedig kordbban
nem égett, az kigyullad. Bizonyitsuk be, hogy ha kezdetben egyetlen lampa sem ég, és egy mintazat
bizonyos gombok egymés utani megnyomasaval eléallithato, akkor ugyanez a mintazat legfeljebb 17 gomb
megnyomasaval is el6allithato.

5. hazi feladat (A 1. feladat folytatdsa). % Bizonyitsuk be, hogy ha az n-edfokd f polinomfiggvény
minden egész helyen egész értéket vesz fel, akkor léteznek olyan ag, aq, ..., a, egész szamok, amelyekre:

f(zx) :an<n> +an_1<n_1> +...+a1<1> + ay.

6. hazi feladat. % Egy versenyen n darab tesztkérdésre kellett valaszolni. Minden feladat pontértéke
pozitiv egész szam volt, részpontszamot nem lehetett szerezni. A tesztek kijavitasa utan a szervezok azt
vették észre, hogy az feladatokhoz tartozé pontértékek (més pozitiv egész szamokra val6) megvéltoztatéd-
saval a versenyzok tetszoleges holtverseny nélkiili sorrendje el6allithato lenne. Legfeljebb hanyan vehettek
részt a versenyen?

Megjegyzés: Ez eqy nagyon szép, de igen nehéz feladat. Eqy jo segitség lehet, ha megérted és elolvasod
a 2025 februdri KoMaL A.900. linedris algebrai megolddsdt: https://www. komal. hu/ feladat? a=
feladaté f=A4900


https://www.komal.hu/feladat?a=feladat&f=A900
https://www.komal.hu/feladat?a=feladat&f=A900

5. Olvasnivaldk

o Freud Roébert Linedris Algebra cimi, kiilonleges igényességii alapossagu egyetemi tankényve szaba-
don letolthetd a szerzé oldalardl: https://freud.web.elte.hu/linalkonyv24.pdf
A 9. fejezet feladatai fontos részét képezték a taborban elmondottaknak, megoldasok is talalhatok a
kotetben. (A hazi feladatok koziil is van, ami itteni feladat kozeli rokona.)
Akinek van kedve elmélyedni a linearis algebra tudomanyaban, a konyv tobbi részét is batran lapoz-
gathatja.

o A lampakapcsolos jatékrol két jo cikk is elérhetd a neten

1. Mér6 Léaszl6: A lampacskas jatékrol, KoMal., 1986 /aprilis, 145-150. oldal http://db.komal.
hu/KomalHU/cikk.phtml?id=198602

2. Csakany Béla, Juhéasz Rozalia, Makay Géza: Lampacskas jatékok 1., POLYGON folyoirar,
XIX.kotet, 1.sz., 2010. szeptember https://www.math.u-szeged.hu/polygonlap/p201.pdf

Ezekbdl is nagy segitségek nyerheték bizonyos HF-k megoldasahoz.


https://freud.web.elte.hu/linalkonyv24.pdf
http://db.komal.hu/KomalHU/cikk.phtml?id=198602
http://db.komal.hu/KomalHU/cikk.phtml?id=198602
https://www.math.u-szeged.hu/polygonlap/p201.pdf
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