Olimpiai szakkor, 2025. februar 28.

1. Legyen F, az n-edik Fibonacci-szam (Fy =0, F} =1, F,,;1 = F,, + F,,_1, és
G(z)=Fy+ P Fpr® + . ...

(a) Irjunk fel fiiggvényegyenletet a G(x) generatorfiiggvévnyre, és szamitsuk ki.
(b) Vezessiionk le explicit képletet a Fibonacci-szamokra.

2. A cy,cq,0o,... Catalan-szamokra teljesiil a kovetkezd rekurzio:
co=0, cpy1 =coCp+C1Ch1+ ...+ Cpcp.

Szamitsuk ki az F(z) = cg + c1z + cox® + ... generatorfiiggvényt.

3. (a) Egy szabalyos dobokockat addig dobalunk, amig 6-ost nem dobunk. Véarhatoéan
hanyszor dobunk?

(b) Egy szabalyos dobokockat addig dobalunk, amig mind a 6 eredmény legalabb
egyszer el nem fordul. Varhatéan hanyszor dobunk?

(c) Egy cinkelt dobokockan az egyes dobasok valdszintisége p1,pa,...,ps. A kockat
addig dobaljuk, amig mind a 6 eredmény legalabb egyszer el nem fordul. Varhatéan
hanyszor dobunk?

4. Lehetséges-e két kockat ugy ,cinkelni”, (tehat az egyes szdmok dobésanak valoszintiségét
a kockakon tgy megvaltoztatni) hogy a feldobasuk utéan kapott szamokat dsszeadva 2-t61
12-ig minden lehetséges 6sszeg bekovetkezésének ugyanannyi legyen a valoszintisége? (Ko-
MalL F. 2652., 1987. november)

5. Egy érme két oldaléra az 1, 2, egy kocka lapjaira pedig az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamokat irjuk.
Hatarozzuk meg az érme és a kocka 6sszes olyan cinkelését, hogy azokat egyszerre feldobva
a 2,...,8 dobasosszegek mindegyike ugyanolyan valészintiséggel forduljon el§, mint két
olyan szabéalyos tetraéderrel torténé dobas esetén, amelyek lapjaira az 1, 2, 3, 4 szamokat
irjuk. (Tetraéderrel valo dobés eredményén az alsé lapon 1évé szamot értjiik; cinkelés alatt
pedig azt, hogy egy targy silyozasat megvéltoztathatjuk gy, hogy ne feltétleniil egyenls
eséllyel essen a kiilonb6z6 oldalakra.) (KoMaL B. 5364., 2024. januar)

6. (a) A és B a kovetkez$ jatékot jatssza: az els6 100 egész koziil véletlenszertien
kivalasztanak k darabot és ha ezek Osszege paros, akkor A nyer, egyébként pedig B. A k
milyen értékeire lesz egyenls A és B nyerési esélye? (Kiirschak 1986/3)

(b) A és B a kovetkezs jatékot jatssza: az els6 n = 101 egész koziil véletlenszertien
kivalasztanak k darabot és ha ezek Osszege paros, akkor A nyer, egyébként pedig B. A k
milyen értékeire lesz egyenls A és B nyerési esélye? (Kiirschak 1986/3)

(c) A, B és C a kovetkezs jatékot jatssza: az els6 n = 99 egész koziil véletlenszertien
kivalasztanak k£ darabot, és kiszmitjak a kivalasztott szamok Osszegének 3-s maradékat.
Ha a maradék 0, akkor A, ha a maradék 1, akkor B, ha pedig a maradék 2, akkor C nyer.
A k milyen értékeire lesz egyenls a jatékosok nyerési esélye?

(d) Altalanositsuk a feladatot tigy, hogy a jatékosok szama primszam, vagy tetszéleges
egész, és k osztdja, vagy nem osztdja az n-nek.



