W o SZAKKOR

Invariansok és monovariansok
Fleiner Zsiga szakkore

Feladatok

F/1.

F/2.

Adott egy n x k méreti tablazat egész szamokkal kitoltve. Ha egy sorban vagy oszlopban
a szamok Osszege negativ, abban a sorban vagy oszlopban megvéltoztathatjuk egyszerre
a szamok elGjelét. Bizonyitsd be, hogy egy id6 utan minden sorban és oszlopban pozitiv
lesz a szamok Osszege.

Egy tablan pozitiv egész szamok szerepelnek. Egy 1épésben két szamot kicserélhetiink a
legkisebb kozos tobbszorosiikre és a legnagyobb kozos osztojukra. Bizonyitsd be, hogy
van egy n szam, hogy n lépésben véget ér a folyamat, barhogy is valasztjuk a szamokat.
(Csak ugy valaszthatunk szamokat, hogy azok legkisebb kozos tobbszorose és legnagyobb
kozos osztoja kiilonbozzon a két szamtol.)

F/3.

F/a.

F/5.

Adott egy kartyapakli, amiben a kartyak 1-t6l 52-ig vannak szdmozva. Aladar a biivész
megkeveri a paklit majd a kovetkezst csinélja folyamatosan. Megnézi a legfelss kartyat.
Ha azon a k szam szerepel, akkor az felsd k kartya sorrendjét megforditja (tehat ezek utéan
az eddig k. kartya kertil feliilre, ami pedig eddig feliil volt, az keriil a k. helyre). Mutasd
meg, hogy egy id6 utan az 1-es lesz feliil.

Jancsi bacsinak van egy kertje, amit 10 x 10 darab parcellara osztott. Kezdetben min-
degyik parcella iires. Jancsi béacsi be szeretné flivesiteni az egész kertjét, egy olyan fi
fajtaval ami a kovetkezket tudja:

e Ha egy parcella mar fiives, az fiives is marad orokre.

e Ha egy parcellanak két oldalszomszédja fiives mar, akkor ebben a parcellaban is
megterem egy id6 utan a fi.

Jancsi bacsi a lehets legkevesebb parcellat akar sajat keziileg befiivesiteni (mert nagyon
lusta). Mennyi a miniméalis szamu parcella, amik befiivesitésével egy id6 utén az egész
kert fiives lesz?

Adott egy jobbra és felfelé végtelen négyzetracs és néhany mezén néhany kavics (egy
mez6n lehet akar tobb kavics is). Egy lépésben kivalasztunk egy mez6t. Errdl a mezdrél
egy kavics lekeriil és a jobboldali és fenti szomszédos mezSkre pedig 1-1 kavics réakertil.
Kezdetben egy kavics talalhato a négyzetracs bal als6 mezGjén. Dontsiik el, hogy ki
lehet-e {iriteni a tabla bal als6é 3 x 3 mez§jét!
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F/6.

F/7.

F/8.

F/9.

F/10.

F/11.

F/12.

Feladat: Néhany kovet helyeziink el egy végtelen (mindkét iranyban kiterjed6) négyzetek-
b6l allo szalag mez6in, amelyeket az egész szamok indexelnek. Egy miiveletsorozatot
hajtunk végre, ahol minden egyes 1épés az alabbi két tipus egyike lehet:

(a) Vegyliink el egy kovet mind az n — 1, mind az n mez6rél, és helyezziink egy kovet az
n + 1 mezdre.

(b) Vegyiink el két kovet az n mezdrdl, és helyezziink egy-egy kovet az n — 2 és n + 1
mezdkre.

Bizonyitsuk be, hogy barmely ilyen miiveletsorozat elvezet egy olyan helyzethez, amelyben
nem lehet tovabbi 1épéseket végrehajtani, tovabba hogy ez a helyzet fiiggetlen a miiveletek
sorrendjétol!

(IMO 1986) Egy szabalyos 6tszog minden cstcsahoz egy-egy egész szamot rendeliink ugy,
hogy az 6t szdm Osszege pozitiv. Ha harom egymaést kovets csticshoz rendre x, y, z
szamokat rendeltiik, és y < 0, akkor az z,y,z szamokat rendre =z + y, —y, 2z + y-re
cserélhetjiik. Ezt az eljarast addig ismételjiik, amig legalabb egy szam negativ.

Dontstik el, hogy csinalhatjuk-e ezt a folyamatot végtelen ideig!

Adott kezdetben 1 db 1-es és 9 db 0-as egy zold vagy egy fekete tdblan. Egy lépésben
két szamot torolhetiink és helyiikre az atlagukat irhatjuk (tehat a tablan mindig 10 darab
szam fog szerepelni). Mi az a minimalis szam, amit az 1-es helyére irhatunk a folyamat
alatt?

Adott egy szabélyos haromszog. Egy lépésben a haromszog egyik csucsat letiikrozhetjiik
egy mésik csticsdra. Mutasd meg, hogy nem kaphatunk soha kisebb keriiletti haromszoget,
mint kezdetben.

Adott harom dltalanos helyzetd pont a sikban. KEgy lépésben az egyik pontot atpoc-
cinthetjiik a masik két pont kozott. Mutasd meg, hogy csak paros lépésben érhetiink
vissza a kezdeti felallashoz!

Adott 100 piros és 100 zold dltaldnos helyzetd pont a sikon. Mutassuk meg, hogy megad-
haté 100 diszjunkt zéart szakasz, amik egyik végpontja piros, masik zold!

(IMO 2011 - Szélmalmos feladat) Legyen S a sik pontjainak egy véges, legalabb kételemi
halmaza. Feltessziik, hogy az S halmaz semelyik harom pontja sincs egy egyenesen.

Egy szélmalomnak nevezett folyamat soréan kiindulunk egy [ egyenesbdl, amely az S
halmaznak pontosan egy P pontjat tartalmazza. Az egyenes a P forgéastengely koriil az
6ramutatd jarasaval megegyezs iranyban forog addig, amig elGszér nem talalkozik egy
mésik, S halmazba tartozé ponttal. Ekkor ez a () pont lesz az Gj forgéstengely, és az
egyenes a () pont koriil forog tovabb az éramutato jarasaval megegyezé iranyban egészen
addig, mig Gjra nem talalkozik egy S halmazba tartoz6 ponttal. Ez a folyamat vég nélkiil
folytatodik.

Bizonyitsuk be, hogy megvélaszthatjuk a P € S pontot és a P-n d4tmend [ egyenest ugy,
hogy az S halmaz minden pontja végtelen sokszor legyen a szélmalom forgastengelye.
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N/1.

N/2.

Adott egy véges egyszerd graf, aminek minden foka paratlan. Kezdetben minden csiicsa
fekete vagy fehér. Egy lépésben minden cstcs olyan szintire valtozik, amilyen szind a
szomszédjainak tobbsége. Bizonyitsd be, hogy egy id6 utan minden cstcsnak vagy allando
marad, vagy minden lépésben valtozik a szine. (Azaz minden cstcs szine periodikus lesz
2 szerint.)

(IMO 2021) Két mokus, Bozontos és Ugralos, 2021 diot gytjtott a télre. Ugralos megsza-
mozta a diokat 1-t6l 2021-ig, és asott 2021 kis lyukat a talajba koralaki elrendezésben
a kedvenc fajuk kortil. Masnap reggel Ugralos latta, hogy Bozontos mindegyik lyukba
elhelyezett egy diot, de nem tér6dott a sorszamozassal. Ugralds elégedetlenségében el-
hatérozta, hogy éatrendezi a didkat 2021 egymast kovetd 1épésben. A k-adik 1épésben
Ugralos felcseréli a k sorszamu didval szomszédos két didnak a helyzetét. Bizonyitando,
hogy létezik olyan k érték, hogy a k-adik lépésben Ugralds olyan a és b sorszamu didkat
cserél fel, amelyekre a < k < b.
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(o SZAKKOR

Invariansok és monovariansok
Fleiner Zsiga szakkore

HAazi feladatok

Beadasi hatarido:

HF /1. 100 szobaban 2025 ember van valamilyen modon elosztva. Minden percben kijon egy
szobabol valaki és bemegy egy olyan szobaba, ahol legalabb annyi ember van, mint abban
a szobaban, ahonnan éppen kijott (vele egyiitt). Mutasd meg, hogy egy id6 utan az Gsszes
ember ugyan abban a szobéba fog keriilni! Hasznalj mono- vagy invarianst!

HF /2. Irjuk fel sorba 1-t6l n-ig a szamokat. Egy lépésben 2-t kicserélhetiink. Lehetséges, hogy
2025 lépés utan visszaérjiink az eredeti felirashoz?

HF /3. Csocsesz és Potyi a kovetkezs jatékot jatsszak. Egy korbe felraknak 1000 pénzérmét.
Felvaltva lépnek. Egy lépésben a soron kovetkezd jatékos elvehet 1 vagy 2 szomszédos
pénzérmét barhonnan (ha mar nincsenek szomszédosak, akkor azt az opciot nem hasznal-
hatja). Kinek van nyerd stratégiaja?
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