Olimpiai szakkor 2024. december 13.
0. (A legutobbi szakkorrdl maradt.) Legyen n egy 1-nél nagyobb paratlan egész, ki, ko, ..., kn pedig

S(a) = Zkiai.
i=1

Bizonyitsuk be, hogy van két olyan b és ¢ permutacio, amelyekre b#c, és n! osztdja (S(b)-S(c))-nek.

1. Adott ABCD négyzet oldalaira befelé megrajzoljuk az ABK, BCL, CDM, és DAN egyenlé oldalu
haromszogeket. Bizonyitsuk be, hogy a KL, LM, M N és N K szakaszok felez6pontjai az AK, BK, BL, CL,
CM, DM, DN ¢és AN szakaszok felezOpontjaival egylitt egy szabalyos tizenkétszog cstiicspontjai!

2. Egy valos szamokbol all6 véges sorozatban barmely 7, kdzvetleniil egymast kdveto tag 6sszege negativ;
mig barmely 11, kdzvetleniil egymast kovetd tag osszege pozitiv. Allapitsuk meg egy ilyen sorozatban a
tagok szamanak maximumat!

3. Legyen n adott, 2-nél nagyobb természetes szam! Jeloljiik Vi -nel azt a halmazt, amelynek elemei:
1+kn,aholk=1,2,....Egyme V, szam V, -ben felbonthatatlan, ha nincsenek olyan p, q € Vn szamok,
amelyekre pg = m. Bizonyitsuk be, hogy van olyan r € Vn szam, amely t6bb, mint egyféleképpen allithato
elé Vi -ben felbonthatatlan szamok szorzataként! (Azokat a felbontasokat, amelyek csak a Vi -bol vett
tényezOk sorrendjében kiilonboznek egymastol, azonosnak vessziik.)

4. Legyenek a, b, A és B adott valds szamok, tovabba legyen
f(x)=1—-a-cosx—b-sinx—A"cos2x—B - sin 2x.

Ismeretes, hogy x minden valos értéke esetén f (X) > 0. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

a?+Db%? <2ésA? +B2 <1,

5. Legyenek a és b pozitiv egész szamok! Ha (a® + b?)-et elosztjuk (a + b)-vel, a hanyados @, a maradék
pedig r lesz. Allapitsuk meg az Ssszes olyan a, b szampért, amelyre g°+ r = 1977.

6. Legyen f olyan filiggvény, amely értelmezve van minden n természetes szamra, és amelynek
fliggvényértékei is természetes szamok! Alljon fenn tovabba az f (n + 1) > f (f (n))

egyenldtlenség minden n-re! Bizonyitsuk be, hogy ekkor minden n természetes szamra: f (n) = n.



