Olimpiai szakkor 2024. oktober 11.

0. A legutobbi szakkorrél: Hatarozzuk meg az Gsszes olyan pozitiv egészekbdl allo (a;b) szampart, amire
a:(2ab?-b*+1) pozitiv egész.
1. Hérom jatékos: A, B és C a kovetkez0 jatékot jatssza: harom kartya mindegyikére egy-egy egész szam
van irva. Erre a hdrom szédmra (p, g és r) fennall, hogy 0<p<q<r. A kértyakat dsszekeverik, majd szétosztjak
ugy, hogy minden jatékos kapjon egyet. Ezutan a jatékosoknak annyi golyot adnak, amennyit kartyajuk
mutat. Utdna 0sszeszedik a kartyakat, a kapott golyok azonban a jatékosoknal maradnak.
Ezt a jatékot (a kartyak osszekeverése €s szétosztasa, a golyok odaadésa, a kartydk 0sszeszedése) legalabb
kétszer jatsszak végig. Az utolso jatszma utan A-nak 20, B-nek 10, mig C-nek 9 golyoja van. Ezenkiviil B
azt is tudja, hogy utols6 alkalommal 6 r darab golydt kapott. Kinek jutott eldszor g darab goly6?
2. Jelolje A, B, C rendre egy haromszog cstcsait; a, B és y pedig ugyanilyen sorrendben a csticsoknal levo
szogeinek mérészamat. Bizonyitsuk be, hogy akkor és csak akkor talalhato az AB szakaszon olyan D
pont, amelyre a CD szakasz hossza az AD és BD szakaszok hosszanak mértani kézepe, ha

sina-sinB<sin? (y/2).
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4. Egy 8x8 mezdbdl allo sakktablat ugy vagunk szét p darab téglalapra, hogy egyetlen mez6t sem vagunk

kett¢. Mindegyik ilyen szétvadgasnak ki  kell elégitenie a  kovetkezd - feltételeket:
(1) Minden egyes téglalapnak ugyanannyi fehér mez6t kell tartalmaznia, mint feketét.
(2) Haa_i jeloli az i-edik téglalapban levo fehér mezok szamlat, akkor fenn kell allnia az a_l<a_2<...<a_p
egyenldtlenségsorozatnak.

Keressiik meg p-nek azt a legnagyobb értékét, amelyre 1étezik ilyen szétvagas. Tovabba allitsuk elé p-nek
ehhez az értékéhez tartoz6 valamennyi a_1, a_2, ..., a_p sorozatot.

5. Allapitsuk meg az osszeg értékkészletét, ahol a, b, ¢ és d tetszés szerinti pozitiv szamokat jelolnek:
S=a/(a+b+d)+b/(a+b+c)+c/(b+c+d)+d/(c+d+a).

6. Hatarozzuk meg az 6sszes olyan (m;n) part, ahol m, n egész szamok, amikre m, n>2, amelyekhez 1étezik

m

3. Bizonyitsuk be, hogy Yx - ( ) - 23k semmilyen természetes egész N esetén sem oszthaté 5-tel!

végtelen sok olyan a pozitiv egész szam, amire egész szam.
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