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1. feladat Hatarozzuk meg az Osszes a valds szamot, amelyre minden pozitiv egész n esetén
teljesiil, hogy n osztja a kovetkezd egész szamot:

la] + |2a] + -+ + [na].

(A |z] a legnagyobb egész szamot jeloli, amely kisebb vagy egyenlé, mint z. Példaul |—7| = —4 és
2] =129] =2)

2. feladat Hatarozzuk meg az Osszes, pozitiv egészekbdl allé (a,b) szampdart, melyre 1éteznek g
és N pozitiv egészek tgy, hogy
Inko(a" + b, 0" +a) =g

teljestil minden n > N egészre. (Az z és y egész szamok legnagyobb kozos osztdjat lnko(z, y) jeldli.)

3. feladat Legyen aq,as,as,... pozitiv egészek egy végtelen sorozata, valamint legyen N egy
pozitiv egész. Tegyiik fel, hogy minden n > N esetén a,, megegyezik azzal a szimmal, ahédnyszor a,,_,
az aj,as, . ..,a,_1 sorozatban szerepel.

Bizonyitsuk be, hogy ai,as, as, ... és as, a4, ag, . . . sorozatok valamelyike egy id6 utan periodikus.

(A by, by, bs, . .. végtelen sorozat egy idd utdan periodikus, ha léteznek p és M pozitiv egészek, melyekre
bitp = by, minden m > M esetén.)
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4. feladat Tegyiik fel, hogy az ABC haromszogben AB < AC' < BC'. Jeldlje w az ABC haromszog
beirt korét, I pedig w kézéppontjat. Legyen X a BC' egyenes C-t6l kiilonb6z6 pontja gy, hogy az X-
en atmend, AC-vel parhuzamos egyenes érinti w-t. Tovabbé legyen Y a BC' egyenes B-t0l kiilonb6z6
pontja ugy, hogy az Y-on atmend, AB-vel parhuzamos egyenes érinti w-t. Messe az Al egyenes
az ABC haromszog kortlirt korét a P # A pontban. Jelolje K és L az AC, illetve AB szakasz
felezOpontjat.

Bizonyitsuk be, hogy KIL< + Y PX< = 180°.

5. feladat Turbo, a csiga a kovetkezd jatékot jatssza egy 2024 sorbdl és 2023 oszlopbdl allo tablan,
melynek 2022 mez0jén egy-egy szorny rejtozik. Kezdetben Turbd nem ismeri a szornyek helyét, de
tudja, hogy az els6 és utolso sort leszamitva minden sorban pontosan egy, valamint minden oszlopban
legfeljebb egy szorny taldlhato.

Turbo kisérleteket tesz arra, hogy eljusson az elsé sorbol az utolséba. Minden kisérlete soran kiva-
lasztja, hogy az els6 sor melyik mez6jébol indul, majd minden 1épésében egy oldalszomszédos mezore
1ép. (Visszatérhet olyan mezére, melyen mar jart.) Ha olyan mezdre 1ép, ahol szorny rejtézik, akkor
véget ér a kisérlete, visszakeriil az els6 sorba, és 1j kisérletet kezd. A szornyek nem valtoztatjak a
helyiiket, és Turb6 emlékszik, hogy az altala meglatogatott mezok koziil melyeken volt szorny. Ha
az utolso sor barmelyik mezojét eléri, akkor befejezodik a kisérlet, és a jaték véget ér.

Hatarozzuk meg azt a minimalis n értéket, melyre Turbénak létezik olyan stratégiaja, amellyel a
szornyek elhelyezkedésétol fliggetleniil biztosan eléri az utolsé sort legfeljebb n kisérlettel.

6. feladat Jelolje Q a racionalis szamok halmazat. Egy f: Q — Q fliggvényt pimasznak neveziink,
ha rendelkezik a kovetkezo tulajdonsaggal: minden z,y € Q esetén fennall, hogy

fla+f)=f@)+y vagy  f(f(x)+y) =2+ f(y).

Mutassuk meg, hogy létezik ¢ egész szam 1gy, hogy minden f pimasz fiiggvényre legfeljebb ¢ kiilon-
b6z raciondlis szam &ll el f(r) 4+ f(—r) alakban, ahol r raciondlis szdm; valamint hatarozzuk meg
c legkisebb lehetséges értékét.
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