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1. Elore kiadandé feladatok

Kedves Didkok! FEzeken a feladatokon érdemes gondolkodnotok a december 9-i Olimpiai Iskola eldtt. A
feladatok kozott van olyan, amelyrol mar volt szo korabbi olimpiai iskolai alkalmon is.

Nem baj, ha nem tudod megoldani — az a fontos, hogy gondolkodj rajtuk, gyijts tapasztalatokat, ldsd, neked
mennyire meqy kénnyen vagy nehezen.

Az még fontos, hogy ezen feladatok szévegében szerepld fogalmakat (grdf, csics, él, fokszam, egyszeri grdf,
teljes graf, sikbarajzolt graf) értsd. Ezeket nem fogom definidlni-elmagyardzni szombaton, haszndlni anndl
inkabb. Ha esetleg valamelyik nem ismerds, kérdezz vagy olvass utdna.

Ha esetleg ezeket mind ismerted vagy gyorsan megoldottad, attol még érdemes eljonnaod,
— lesznek mds, nehezebb kérdések is boven.

1.1. feladat. Egy graf minden fokszama legfeljebb 6. Bizonyitsd be, hogy ki lehet szinezni a cstcsait
7 szinnel gy, hogy a szomszédos (azaz éllel kozvetleniil 6sszekotott) csticsok mindig kiillonboz6 szintiek
legyenek.

1.2. feladat. Mennyi egy egyszerii sikbarajzolt graf legkisebb fokszamanak lehetséges legnagyobb értéke?

1.3. feladat. Egy 8 cstcsu teljes graf csiucsaiba versenybolhdkat iiltetiink, éleit pedig megszamozzuk az
1,2,...,28 természetes szamokkal. A szamokat ezutan névekvo sorrendben felolvassuk. Minden egyes
szam felolvasasa utan a szamhoz tartozo él két végén 1il6 bolha helyet cserél. A verseny gy6ztese a legtobb
helycserét végzé bolha. (Holtverseny esetén tobb gydztes is lehet.)

a) Legfeljebb hény helycserét végezhet egy gybztes bolha?

b) Legalabb hany helycserét kell végeznie egy gy6ztes bolhanak?

c*) Mit tudsz mondani altalanosan, 8 helyett n csicsu teljes graf esetén?

Megjegyzés a 3/c. feladathoz: én sem tudok minden n-re teljes vdlaszt adni.

1.4. feladat. Egy teremben 4 asztal és 8 ember van. Egy 32 lapos magyarkartya-paklit véletlenszertien
szétosztottuk a 8 ember kozott gy, hogy mindegyik ember kezében 4 lap legyen.

Bizonyitsuk be, hogy mindegyik ember letehet 1-1 lapot a kezébdl a 4 asztalra tgy, hogy végiil mind a 4
asztalon 8 kiilonbozé értéki kartya (VII, VIII, IX, X, also, felsé, kirdly, 4sz) legyen.

Megjegyzés a 4. feladathoz, rutinos grdfelmélészeknek: ezt meg lehet oldani gy is, hogy eqy dgyival lelévod,
de igazan nem arra a megolddsra vagyunk kivincsiak.



2. Elso eloadas-blokk

2.1. Grafelmélet-torténeti bevezeto

o Konigsbergi hidak és Euler 1736
o Euler-féle poliédertétel

o Huszarvandorlasi probléma

o Hamilton’s Icosian Game 1857

o Cayley fagrafok 1880-as évek

Maga a graf sz6 is csak 19. szadzad végi, 1878-ban hasznalta eloszor Sylvester.

2.2. Euler-korsétak

2.1. tétel (Hierholzer 1873). G grdfban van Euler-kérséta < minden fokszama pdros, és osszefiiggd.

Bar a konnyebb irdnyt 1ényegében Euler atlatta 1736-ban, a nehezebb irdnyt csak 1873-ban bizonyitotta
egy Carl Hierholzer nevii német matematikus.

2.2.1. A négyszintétel kezdetei és pontos megfogalmazasa

1852-ben egy Francis Guthrie nevii, késobb dél-afrikaba kertilé angol veti fel korabbi témavezetojének,
Augustus de Morgannek a kérdést, hogy igaz-e, hogy minden térkép 4 szinnel szinezhet6? (Mindez a Uni-
versity College London egetemen torténik).

Itt persze tisztazni kell, hogy mit értiink térkép alatt.
o Nem lehetnek két részre szakadt orszagok (Kalinyingrad, Azerbajdzsan)
 Viszont lehetnek (nem zavarnak) a gytirii alaki orszagok.

Térképszinezés: tekinthetd egy sikgraf tartoményainak szinezéseként is, de egy (sik)graf csicsainak
szinezéseként is.
Sikbarajzolt graf: élei nem keresztezhetnek.

2.2. tétel (Négyszinsejtés / négyszintétel). Barmely sikbrajzolt grif csicsai / tartomdnyai kiszinezhetdk /
szinnel gy, hogy szomszédos csiucsok / tartomdnyok mindig kilonbozd szintiek legyenek.

Ez 1852-t61 1879-ig sejtés volt. 1879-t61 1890-ig tétel. 1890-t61 1976-ig sejtés. 1976-t61 (Appel és Haken
szamitbgépes bizonyitdsa 6ta) egy ideig vitatott, mara mar azért széleskoriien elfogadottan tétel.

2.3. Csticsok szinezése — a kromatikus szam fogalma

2.3. definicié. x(G): kromatikus szdam; w(G) legnagyobb klikk; A(G) legnagyobb fokszam.

2.4. allitas. w(G) < x(G) < AG) +1



Bizonyitisvdzlat. Itt a w(G) < x(G) kb. trivialis.
Az w(G) < x(G) < A(G) 4 1 pedig a 1.1. feladat megolddsdnak altalanositasa. Ehhez elegendé mohé
modon szineznink. ]

Erdekes kérdés, hogy milyen messze lehetiink a korlatoktél? Mésrészt milyen grafok keriilnek kozel
ezekhez a korlatokhoz?

« Ha w(G) = 2, azaz haromszog-mentes a graf, akkor is lehet tetszélegesen nagy a kromatikus szam.
(Micielski-konstrukeié 1955) — Ebbél feladat lesz.

« Péaros grafban (kromatikus szam = 2) persze lehet tetsz6legesen nagy a A(G).

Itt emlitsitk meg (bizonyitas nélkiil) ezt a klasszikus tételt.

2.5. tétel (Paros grafok tétele). x(G) = 2 <= G-ben nincs pdratlan kor.

2.4. Kempe bizonyitasi kisérlete

1879-ben egy Alfred Bray Kempe nevii angol (leginkabb londoni) matematikus el6éllt egy bizonyitassal,
amelyet csak 1890-ben tudtak megcéfolni.

2.4.1. Alacsony foki cstics keresése

Akéar tartomanyokat, akar csicsokat szineziink, sikbarajzolt (tehat él-keresztez6dések nélkiil lerajzolt)
grafot viszgalunk. Azt is feltehetjiik, hogy a grafunk egyszerti (mivel a szinezhetdséget a parhuzamos élek
nem befolyasoljak).

Mint Kempe megallapitotta, sikbrajzolt egyszerii grafra teljestil az alabbi tétel, amellyel valaszolunk a
1.2. feladat kérdésére.

2.6. tétel. Egyszeri, sikbarajzolt grafnak van olyan csicsa, amelynek foka legfeljebb 5.
(Minden térképen van olyan orszdg, amelynek legfeljebb 5 szomszédja van).

Bizonyitdsvazlat. Sikgrafokra teljesiil az Euler-féle poliédertétel (n 4+t = e+ 2), amelynek kévetkezménye,
hogy egy n-csticsu egyszert sikgrafnak maximum 3n — 6 éle lehet.

Ezt mdr csak azért sem részletezziik, mert Benedek mar eqy 0szi olimpiai iskoldban elmondta, a hat-
szintétellel egyuitt. O]

Fenti allitasbol rogton kovetkezik a hatszintétel.

2.7. tétel (Hatszintétel). Sikgrifra x(G) < 6.

Amit itt még érdemes végiggondolni: Hogy is van az, hogy eddig a maximdlis fokszamot hasznaltuk
X(G) felsé becslésére, most meg mar a minimalis fokszam is elég?

2.8. allitas. Ha a G graf minden részgrafiara teljesil, hogy van benne olyan csics, amelynek foka legfeljebb

k, akkor x(G) < k+ 1.

2.4.2. Tovabbfejlesztés 4 szinre

Elmondom Kempe ,bizonyitdsat” (ide nem from le), de azt nem arulom el, hogy hol a hiba benne.



2.5. Tait bizonyitasi kisérlete

Peter Guthrie Tait skét matematikus és fizikus, a termodinamika egyik uttoréje.

2.9. tétel (Tait 1880). Négyszintétel <= Minden 3-requldris, hidélmentes, sikbrajzolt grdaf élei szinezhetdk

3 szinnel.

Bizonyitdisvizlat. Négyszintétel <= 3-regularis graf tartoményai szinezheték 3 szinnel <= Minden 3-
reguldris, hidélmentes, sikbrajzolt graf élei szinezheték 3 szinnel.
Itt az els6 <= 1épést megbeszéljiik, a masik <= feladat lesz. O]

Tait a jobb oldali allitasra azt allitotta, hogy ez még a sikbarajzolhatosag nélkil is igaz.

Tait utobbi allitasar csak 1891-ben mutattak ellenpéldat — de vajon ki?

Nos, a helyzet az, hogy a Petersen-grafot éppen erre a célra talalta ki Julius Petersen — dan mate-
matikus. (Val6jaban 1891-ben még nem a Petersen-graffal allt el, hanem azzal csak 1898-ban. Késébb
valaki Kempe egy 1886-0s iromanydban is megtalalta a Petersen-grafot (1d. wiki ,Kempe observed that
its vertices can represent the ten lines of the Desargues configuration, and its edges represent pairs of lines
that do not meet at one of the ten points of the configuration.”).

2.10. tétel (Petersen). 3-requldris, hidélmentes grafban van 1-faktor (azaz teljes pdrositds).


https://en.wikipedia.org/wiki/Petersen_graph

3. Feladatok gondolkodasra

3.1. feladat. Keresd meg a hibat Kempe négyszintétel-bizonyitasaban.

3.2. feladat (Vasarnapi Ujsag rejtvényrovata — 1912). Melyik az a négy magyarorszagi megye (1912-es
térképen), melyek barmelyikébdl a toébbi hdrom megye barmelyikébe kézvetleniil el lehet jutni, azaz a
nélkil, hogy egy harmadik megyén kelljen athaladni? Taldlhaté-e Magyarorszagon 6t megye ugyanezzel a
tulajdonsaggal?

3.3. feladat (Babuk a sakktabldn). a) Egy sakktdblara tgy tettem le babukat, hogy minden sorban és
oszlopban pontosan két babu éalljon. Bizonyitsd be, hogy levehetek tigy néhany babut tgy, hogy minden
sorban és oszlopban pontosan egy babu maradjon.

b) Igaz marad-e az allitas, ha csak azt teszem fel, hogy minden sorban és oszlopban legaldbb két babu all?

3.4. feladat. a) Igaz-e, hogy minden 4-reguléris graf élei kiszinezhet6k pirosra és kékre gy, hogy minden
csucsban 2 piros és 2 kék él talalkozzon?

b) Igaz-e, hogy minden 6-reguldris graf élei kiszinezheték pirosra és kékre tigy, hogy minden csticsban 3
piros és 3 kék él talalkozzon?

c*) Igaz-e, hogy minden 6-regularis graf élei kiszinezheték pirosra, kékre és zoldre gy, hogy minden
csucsban 2 piros, 2 kék és 2 zold él talalkozzon?

Megoldds a ¢) részre. Euler-séta mentén megirdanyitom, ebbdl lesz egy 2n cstcstt paros graf ugy, hogy
minden csicsbol egy példany fent, egy példany lent, az éleket lefele iranyba hizzuk meg. Ez igy 3-regularis
péaros graf. Kénig élszinezési tétel 3 szinnel, és készen is vagyunk! :-) U
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3.1. Lekot6 feladatok (unatkozdéknak)

3.5. feladat (Kiirschak 2020/1.). Legyenek n és k pozitiv egészek. Adott n zart kérlap a sikon tgy, hogy
koziiliik barhogyan is valasztunk k41 korlapot, mindig van két olyan kivalasztott korlap, amelyeknek nincs
kozos pontja.

Bizonyitsuk be, hogy az n korlap besorolhaté legfeljebb 10k osztalyba tgy, hogy azonos osztalyba esé két
korlapnak sosincs kozos pontja.

3.6. feladat. Bizonyitsd be Tait tételét: Adott egy 3-regularis, hidélmentes sikbarajzolt graf. Ekkor:
A graf tartomanyai kiszinezheték 4 szinnel <= A gréf élei kiszinezhetok 3 szinnel.

3.7. feladat. Mutasd meg, hogy haromszogmentes grafnak is lehet tetszélegesen nagy a kromatikus szama.

3.8. feladat. Bizonyitsd be Petersen tételét: 3-regularis, hidélmentes grafban mindig van teljes parositas.



4. Masodik eloadas blokk

Az itt leirtakbol messze nem hangzott el minden végil, idéhidny miatt. Inkdbb az elézetesen tervezett anyag,
mint a ténylegesen megualosult.

4.1. Kempe bizonyitasanak lezarasa

1890-ben egy Percy John Heawood nevii matematikus megtalalta a hibat, mutatott olyan térképet, amelyen
tényleg nem is miikodik a Kempe-féle eljards. (Heawood egy moékéas ember lehetett a wikipédia-oldala
alapjan.)

Kempe modszere ettol még igazan értékes. Mint maga Heawood is rogzitette, ha a négyszintételt nem
is, de az oOtszintételt azért tényleg bebizonyitotta.

4.1. tétel (Otszintétel, Kempe 1879 — Heawood 1890). Minden sikgrdfra: x(G) < 5.

A kulcsotletet jelenté oda-vissza valtakozd atszinezést nevezik a Kempe-lancok moédszerének is. Ebbol
aztan a grafelmélet egy alapvetd bizonyitasi modszere (az alterndld utak mddszere) nétt ki, jorészt magyar
matematikusok: Konig Dénes, Egervary Jend és Gallai Tibor munkéssaga altal.

Az Appel-Haken féle 1976-0s, szamitogépet is haszndlé négyszintétel-bizonyitas is a Kempe-lancok
modszerén alapszik.

4.2. Feladat-megbeszélés

1. Gondolkodés blokk 3.2. feladat (Varmegyék)

2. Gondolkodés blokk 3.3. feladat (Babuk)

3. Gondolkodds blokk 3.4. feladat (a) és (b) része (a (c) megmaradhat HF-nek).

4. Az eldre kiadott feladatok kozil: 1.4 (Kéartyakupacok). Ennek a megolddsa éppen a 3.4/(a) és a
3.3. feladat megoldasanak tigyes kombinacioja.
4.3. Konig Dénes élszinezési tétele
4.2. tétel (Koénig Dénes élszinezési tétele). Hdaromféle alakban mondjuk ki:
 Reguldris pdaros grifban van 1-faktor (azaz teljes parositds).
o k-requldris paros graf élei k szinnel szinezhetdk, azaz élkromatikus szama k.

o Ha eqy paros graf maximalis foka k, akkor élei kiszinezhetok k szinnel.

Elmesélem, hogy Konig Dénes hogyan bizonyitotta ezt, és miként segitett neki, hogy olvasta Kempe
négyszintételes cikkét.

4.4. Elkromatikus szam
Tait és Kénig tételénél (no meg a 3.4. feladatban) is éleket szineztiink.

4.3. definicié. A G élkromatikus szdma a legkisebb k pozitiv egész, amelyre k szinnel ki lehet szinezni az
éleit ugy, hogy minden csticsban csupa kiillonbo6zé szini él taldlkozzon. Jele: x/'(G).

Koénig tétele ezt mondja: paros grafokban x/'(G) = A(G).


https://en.wikipedia.org/wiki/Percy_John_Heawood

4.4.1. Vizing tétele
4.4. tétel (Vizing, 1964). Egyszeri grafban A(G) < X'(G) < A(G) + 1.
Megjegyzések:

o Ennek a bizonyitasaban is lehet hasznalni Kempe-lancokat.

R

o Tobbszoros élekkel rendelkezd grafban persze lehet tobb (példa).

4.4.2. Teljes grafok élkromatikus szama

4.5. tétel. Ha K, jeloli az n csucsi teljes grifot, akkor ha n pdros, akkor x'(K,) = A(K,) =n — 1, mig
ha n pdratlan, akkor X'(K,) = A(K,) +1 =n.

4.5. Még egyszer a csucsszinezésrol

Nézziink rd még egyszer a w(G) < x(G) < A(G) + 1 egyenldtlenségiinkre.
A fels6 hatart élesité grafokat karakterizalja a Brooks-tétel.

4.6. tétel (Brooks, 1941). x(G) < A(G), kivéve ha teljes grdf vagy paratlan kor.

Ennek bizonyitasa is a Kempe-lancos mddszerbdl (annak tovabbfejlesztésébdl) jon ki. 1975-ben Lovész
Laszlé adott ra egy hires, gimnazistaként is megértheté bizonyitast.



5. Hazi feladatok

5.1. feladat (eredetileg Kiskvant; atvette Bergengéc példatar 1. kotet, 90. feladat). Néhény évvel a Dél-
nyugati Birodalom széthulldsa utan a teriiletén létrejott 16 hercegség mindegyike 3 mésikkal baratsagban
élt, a tobbivel pedig ellenségeskedett. A hajdani birodalom szomszédsagaban taldlhaté 8 dllam elhatarozta,
hogy segitséget nyujt a viszalyokban tonkrement hercegségeknek, méghozza mindegyik allam 2 egymaéssal
baratkoz6 hercegségnek nytujt tamogatast. Meg lehet-e szervezni minden esetben a segélyezést ugy, hogy
mindegyik hercegség részesiiljon belole?

A fenti feladat eredetileg Kiskvantban szerepelt, onnan a Matkonyvbe és a Bergengdc példatdrba (1. kditet,
90. feladat) is dtkeriilt

5.2. feladat (IMO 1964/4). a) 17 tudés mindegyike levelezést folytat az 6sszes tobbivel. Osszesen hé-
romféle témardl leveleznek, de barmelyik par mindig csak ugyanarrél a témarol. Bizonyitsuk be, hogy van
kozottiik legalabb harom olyan tuddés, akik koziil barmelyik ketté azonos témardl levelez egymaéssal.

b) (Ezt nem kérdezék az olimpian.) Mi a helyzet 16 tudds esetén?

5.3. feladat (IMO 2020/3., javasolta Haiman Milan és Carl Schildrkaut). Adott 4n kavics, amelyeknek a
silya rendre 1,2, 3,...,4n. Mindegyik kavics n szin kozil az egyik szinnel van kifestve; mindegyik szinbol
négy kavics van. Mutassuk meg, hogy a kavicsokat el lehet rendezni két kupacba ugy, hogy mindkét aldbbi
feltétel teljestiljon:

o A két kupac 6sszstilya azonos.

o Mindegyik kupac minden szinbol két kavicsot tartalmaz.

5.4. feladat. Egy sakktablan all 33 bastya. Bizonyitsuk be, hogy van kozottik 5 béastya, melyek koziil
semelyik ketté nincs azonos sorban vagy oszlopban.

5.1. Szorgalmi

5.5. feladat (Lovéasz 9.56., Whitney tétele). Legyen G haromszogelt sikgraf, ekkor:

G csucsai szinezhetok 3 szinnel <= G tartoméanyai szinezhetok 2 szinnel.

5.6. feladat (Lovész 9.57., Sachs tétele). Rajzoljunk a sikba egyeneseket tigy, hogy nincsen koztik 3,
melyek egy pontban metszik egymast. Tekintsiik a metszéspontokat egy graf pontjainak, és a szomszédos
metszéspontok kozotti szakaszokat a graf éleinek. Bizonyitsuk be, hogy a kapott sikbarajzolt graf 3-
szinezheto.

5.2. Ez mar tényleg nagyon nehéz...

5.7. feladat (IMO 2015 SL/C7). In a company of people some pairs are enemies. A group of people is
called unsociable if the number of members in the group is odd and at least 3, and it is possible to arrange
all its members around a round table so that every two neighbors are enemies. Given that there are at
most 2015 unsociable groups, prove that it is possible to partition the company into 11 parts so that no
two enemies are in the same part.

A jegyzetben szerepel néhany tétel (Brooks-, Petersen-, Vizing-tétel), amelyek bizonyitdsa nem koénnyti
és nem is kiillonosen rovid, de elérhetd. Ezeken is szabad gondolkodni.
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https://matek.fazekas.hu/solo/kvant/Kvant_mego_4.htm
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