(o SZAKKOR

Szamelmélet 2.
Kovdacs Benedek szakkore

Definici6 — Ha adott egy n pozitiv egész, akkor primitiv gyoknek neveziink egy g re-
dukélt maradékosztalyt modulo n, ha az 1, g, ¢2, ..., g?"™ ! felsorolas a modulo n redukalt
maradékrendszer Gsszes elemébdl all.

Ezzel ekvivalensen: ¢ primitiv gyok mod n < ord,(g) = ¢(n).

F/1. Legyen n > 1 egész, és p > n + 1 prim. Igazoljuk, hogy p | 1" +2" 4+ ...+ (p — 1)".

F /2. Bizonyitsuk be primitiv gyok segitségével, hogy ha p paratlan prim, akkor z? = —1
(mod p) pontosan akkor oldhat6 meg, ha p =1 (mod 4).

F /3. Mely p primszamok és n pozitiv egészek esetén igaz, hogy mod p minden maradékosztaly-
bol lehet n-edik gyokot vonni (azaz minden z € {0, 1, ..., p—1}-reléteziky € {0,1,...,p—
1}, melyre y™ = x (mod p))?

F/4. a) Legyen p > 3 prim, k > 1 egész és y € Z. Igazoljuk, hogy ha x = 1 + p*y (mod p**1),
akkor 2P = 1 + p**ly (mod p**?).
b) Legyen p > 3 prim. Bizonyitsuk be, hogy ha ¢ primitiv gydk mod p és g?~! # 1
(mod p?), akkor g primitiv gyok mod p* minden k > 1 egészre.

F /5. Legyen o > 3 egész. Igazoljuk, hogy
a) ordga(5) = 2972
b) a £5% (0 < k < 2°72) szdmok redukalt maradékrendszert alkotnak mod 2.

F /6. Legyen p > 11 prim. Bizonyitsuk be, hogy léteznek m,n > 1 egészek tgy, hogy m+n < p
ésp | 5mTr — 1.

F/7. Legyen [ : Zt — Z* egy olyan fiiggvény, amire:
(1) (m,n) =1= (f(m), f(n)) =1, és
(2) minden n-re n < f(n) < n+ 2023.

Bizonyitsuk be, hogy minden n > 1 egészre és p primre teljesiil, hogy ha p | f(n), akkor
p | n.
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HAazi feladatok

Beadasi hatarids: 2023. december 17. (vasarnap)

HF /1. (=oktober 28-i feladatsor, F'/26.) Bizonyitsd be, hogy ha p prim, akkor 2? — 1 minden
primosztdja p-nél nagyobb.

HF /2. Legyenek n > 1 és k > 2 egészek, valamint aq, as, ..., a kiillonbozs 1 és n kozti egészek.
Tudjuk, hogy minden i-re (1 <i < k — 1) teljesiil, hogy n | a;(a;;1 — 1). Mutassuk meg,
hogy n t ax(a; — 1).

HF /3. Anna és Balazs jatszanak. Anna kezd, és felvéaltva valasztanak 1 és 9 kozti szamjegyeket,
amig a végén ki nem jon egy hétjegyi szam: A;ByA3B4AsBgA7, ahol A-val az Anna és
B-vel a Baléazs altal valasztott szamjegyeket jeloltiik. Anna nyer, ha a kapott hétjegyti
szam egy teljes hetedik hatvany utolsé hét szamjegyével egyezik meg. Kiilonben pedig
Balazs nyer. Kinek van nyerd stratégiaja?

HF /4. (=F/6.) Legyen p > 11 prim. Bizonyitsuk be, hogy léteznek m,n > 1 egészek tgy, hogy
m-+n<pésp|dmT —1.
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