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Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz egyenl6tlenség és valtozatai

/¢ﬁ4wﬁ+.“+a%¢ﬁ+%€+.“+b%zam1+aﬁ2+“.+awn
e Nemnegativ szamokra

\/(a1+a2+...+an)(bl+b2+...~|—bn)2 \/a1b1+\/a262+...+\/anbn

avagy Osszegek mértani kézepe legalabb akkora, mint a mértani kozepek Gsszege

e Nemnegativ ay,...,a, és pozitiv xy,...,x, esetén
2 2 2 2
a; a a (a1 +as+ ...+ ay)
1 2 1 2 n
—+ =+ 2>
T To T r1+To+...+xT,

(Engel-féle alak, Titi-lemma stb.)

Holder egyenléGtlenség és valtozatai

° p,q>1és%—l—%zl;al,...,an,bl,...,bnzO
(@ +a5+ .. +a2) P (B0 + . +00) > by + ashy + ... + anby

o wi,wy >0, w+1+wy=1;0a1,...,0,,b1,...,b, >0
(a1 +ag+ ...+ an)” (by +ba+ ...+ b,)" > a"b1? + a5 by? + ... 4+ a'by?

avagy osszegek stlyozott mértani kozepe legaldbb akkora, mint a stulyozott mértani kbzepek
Osszege

e Ugyanezek tobb sorozattal (tablazatos Holder)

Feladatok

F /1. Nesbitt-egyenl6tlenség: Tetszbleges a,b, ¢ > 0 szamokra

a n b . c >3
b+c¢ c4+a a+b 2
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Kozepek

F /2. Igazoljuk, hogy a,b,c > 0 esetén a + b+ ¢ < V9vVa3 + b3 + 3.

F /3. Alkalmas szdmok szamtani és mértani kozepei segitségével hatérozzuk meg, hogy legfel-
jebb mekkora lehet 2%y, ha z,y >0, ¢s (a) 2o +y =10; (b) z + 3y = 10.

F /4. Legfeljebb mekkora lehet a®b?c, ha a,b, c nemnegativ valés szamok, és a + 2b + 3¢ = 57
F /5. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, c > 0, akkor

a b c

+ + > 1.
Va2 +8bc Vb2 +8ca 2+ 8ab

(IMO 2001/2)

Linearis becslés

F /6. Legyenek a és b olyan pozitiv valés szamok, melyekre a® + b* = %. [gazoljuk, hogy

1 1

+

> 2.
2—3a 2-3b~

(KéMalL C. 1751.)

F/7. Legyenek a, b, ¢ és d olyan nemnegativ valos szamok, amelyekre a + b+ c+d = 1.
Bizonyitsuk be, hogy

1 N 1 N 1 N 1 S 7
a2+1 b2+1 2+1 d2+1— 2
(KoMaL B. 5289.)

Konvexitas

F/8. Legyen 0 < z,y < m. Melyik nagyobb: sin /7y, vagy v/sinz -siny? (Irjuk fel a Jensen-
egyenlGtlenséget egy alkalmas fiiggvényre.)

F /9. Bizonyitsuk be, hogy ha 0 < z,y < 1, akkor

Lo 2
Vita?  J1+42 7 Vituay

Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij

F /10. Bizonyitsuk be, hogy ha a,b,c,d >0, és a+ b+ c+ d =1, akkor

a? b? c? d?

a+b+b+c+c+d+d+a

1
> —.
-2
(Ir versenyfeladat, 1999)
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F/11.

F/12.

F/13.
F/14.

F/15.

F/16.

F/17.

F/18.

Legyenek xq,xs, ..., xo0e3 paronként kiilonbo6zé pozitiv valos szamok, melyekre fennall,
hogy
1 1 1
an =) (t1+x2+ ... F2) | —+—+ ...+ —
T To Tn

egész szam minden n = 1,2,...,2023 esetén. Mutassuk meg, hogy asps > 3034. (IMO
2023 /4)

Legyenek aq,as,...,ajg pozitiv szdmok, amelyekre a? + a2 + ... + a3y, = 1 teljesiil.
Bizonyitsuk be, hogy

V2

2 2 2
al'a2+a2‘a3++a100'a1<_

3
(IMO Shortlist 2007/A6)

Holder

A Holder-egyenl6tlenségbdl vezessiik le, hogy a, b, ¢ > 0 esetén a+b+c < V/9vVa3 + b3 + 3.

Igazoljuk, hogy ha a,b,c,d > 0, és a + b+ ¢+ d = 2, akkor

a3/? p3/2 3/2 3/2 \/_
+ + + > \/2.
va+b Vb+c Ve+d d+a

Az x,y, z pozitiv szamokra xyz = 1. Bizonyitsuk be, hogy

3 Y3 23 3
- + > .
(I+y)(1+2) (Q+2)(1+z) (I+a)(l+y) 4
(IMO feladatjavaslat, 1998)
Vegyes
Bizonyitsuk be, hogy ha z1, x», ..., z, kiilonb6z6 pozitiv egészek, akkor
Ty X9 T 1 1 1
-t =+..+=>2-+=-4+...+—-.
12—1-22—1— +n2_1+2+ —i—n
Mutassuk meg, hogy ha x,y > 1, akkor
2 2
x ooy
y—1 x—-17

Az x4, ..., x, pozitiv szamokra

1 R 1
14z 14,

Bizonyitsuk be, hogy
T1Xg ...Tp > (n — 1)”
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F/19. Az a,b, ¢ pozitiv valés szamokra é + % + % = 1. Igazoljuk, hogy

Va+be+ Vb + ca+ Ve+ ab > Vabe + a+ Vb + Ve

F/20. Egy haromszog oldalai a, b, c. Mutassuk meg, hogy

a’b(a — b) + b?c(b — ¢) + *alc — a) > 0
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