(o SZAKKOR

Szamelméleti bevezto
Borbényi Marci szakkore

Elmélet

e Kongruenciak
e Teljes és redukalt maradékrendszer

e A p szam mindig primet jel6l

Feladatok

F/1. a) Mi torténik a mod n redukalt maradékrendszerrel, ha megszorozzuk egy a, n-hez
relativ prim szdmmal?
b) Bizonyitsuk be a)-bol, hogy létezik egy b egész, amire ab = 1 mod n. S6t, ez a b
valamilyen értelemben egyértelmi. Ezt nevezziik multiplikativ inverznek.
c) Bizonyitsuk be a)-bol, hogy a?™ =1 mod n. Itt p(n) a redukalt maradékrendszer
mérete.

F /2. Bizonyitsd be, hogy ¢(p™) = (p — 1)p" .
F /3. Legyenek a, b, c olyan szamok, amire 6a = 5, 4b = 2, 12¢ =4 mod n. Mennyi

a+b—c=?7 modn

F /4. * Bizonyitsd be (¢ explicit képletét nem hasznalva), hogy > (k) = n.
k|n

F /5. (Euklideszi algoritmus) Bizonyitsuk be, hogy a < b esetén (a,b) = (a,b— a). Mi torténik,
ha ezt tovabb folytatjuk?

F/6. Bizonyitsd be, hogy (a" — 1,a* — 1) = a™ — 1.

F/7. (Bézout-lemma) Barmely a,b egész szamok esetén léteznek z,y egészek tugy, hogy ax +
by = (a,b).

F /8. Gabinak van egy 5, illetve egy 7 literes kancsdja. Hogyan tudna ezek segitségével 1 litert
kimérni?
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F/13.

F/14.
F/15.

F/16.

F/17.

 Teétel (Kinai maradéktétel). Amennyiben a by, by, . . . b, szamok paronként relativ primek\,
az
r=a; mod by,

T =as mod by,

r =a, modb,,

egyenletrendszernek van megoldasa. Ez a megoldas egyértelmd mod bybs ... b,.

/

r =3 mod 5,

Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert:
r =4 mod 11.

a) Bizonyitsd be a tételt n = 2 esetén.
b) Bizonyitsd be altalanos n-re.

Mutassuk meg barmely k-ra, hogy létezik k darab egymast kdvetd szam, amik egyike sem
hatvinyszam.

Bizonyitsuk be, hogy

* Egy racspontot a sikon ldthaté-nak hivunk, ha a koordinatainak legnagyobb kozos osz-
toja 1. Bizonyitsuk be, hogy van egy 100 x 100 négyzet a sikon, aminek semelyik pontja
sem lathato.

 Tétel (Euler-Fermat-tétel). Legyen (a,n) = 1. Ekkor h
a?™ =1 mod n.

Specialisan, ha n = p primszam, p { a, akkor

a*'=1 mod p.

- J

1

2
72006

Hatarozd meg 20082% utols6é harom szamjegyét.

Bizonyitsd be, hogy minden ¢ € Z és p primszam esetén az z° = ¢ mod p egyenletnek
van megoldéasa.

* Hatarozzuk meg az Osszes pozitiv egész k-t, amivel az a,, = 2" + 3" + 6" — 1 sorozat
minden eleme relativ prim.

* Bizonyitsd be, hogy barmely n esetén a
2
2,22 22 92" modn
sorozat egy id6 utan konstans.
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F/18

F/19.

F/20.

F/21.

F/22.

F/23.
F/24.
F/25.
F/26.
F/27.
F/28.

Tétel (Wilson-tétel). Legyen p primszam. Ekkor

(p—1!'=-1 mod p.

A multiplikativ inverz létezésének segitségével bizonyitsuk be a Wilson-tételt.
Bizonyitsd be, hogy barmely p = 4k + 1 alakt primszam esetén (7’%1!)2 = —1 mod p.

Legyen ay, as, ..., a1 és by, by, ..., b11 az {1,2, ..., 11} szamok felsorolasai valamilyen sorrend-
ben. Bizonyitsd be, hogy ekkor aiby, asbs, ..., a11b11 szamok 11-gyel val6 osztasi maradékai
kozott van 2 azonos.

Legyen aq, as, . .. asy redukalt maradékrendszer modulo 31. Bizonyitsd be, hogy

31 | (a1a2a3)3 + (CL4(15 PN a30)27

* Legyen p prim és n > 1 egész. Mik a p™ = (p — 1)! + 1 egyenlet megoldasai?

Definici6 — Adott n és k relativ primek esetén legyen k rendje modulo n, ord, (k)
az a legkisebb pozitiv egész m, amire k" =1 mod n.

Bizonyitsd be, hogy létezik ord, (k) és ord, (k)|o(n).

Bizonyitsd be, hogy amennyiben az 22> = —1 mod p megoldhato, akkor p = 4k + 1 alaki.
Legyenek a > 2 és n > 1 egészek. Bizonyitsd be, hogy n osztja p(a” — 1)-t.

Bizonyitsd be, hogy 2P — 1 minden primosztoja p-nél nagyobb.

* Bizonyitsd be, hogy nincs olyan n > 2 egész, amire 2" — 1 oszthato n-nel.

* Hatéarozzuk meg azokat az (n, k) pozitiv egészekbdl allo szamparokat, amelyekre

(22" +1)(22" +1)
nk

€ Z.
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HAazi feladatok

Beadasi hatarids: 2023. november 5. (vasarnap)

HF /1.

HF /2.
HF /3.

HF /4.
HF /5.

Bizonyitsuk be a Bézout-lemmat tobb tagra is (hasznéalva az n = 2 esetet), azaz barmely
ai,as, ..., A, €gész szamok esetén léteznek xq, xo, ..., x, egész szamok, amikre

Inko (ay, ag, ..., a,) = a1y + asxs + ... + apZy.

Bizonyitsd be, hogy barmely 2 < a, b egész szamok esetén 2% — 11 2% + 1.

Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan A C {2" —1 | n = 2,3,...}, ami végtelen, és elemei
paronként relativ primek.

Mennyi Inko(n! + 1, (n + 1)!) =7

* a) Bizonyitsuk be, hogy rogzitett a,b relativ prim esetén minden ¢ > (a — 1)(b — 1)
egész elGall ¢ = xa + yb alakban, ahol x,y természetes szamok.

b) Bizonyitsuk be, hogy (a — 1)(b — 1) — 1 nem &ll el6 ilyen alakban.

c) Héany természetes szam nem &ll el§ ilyen alaban?
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