Olimpiai valogatéversenyek feladatai 2012

2012/1. Hatéarozzuk meg a legnagyobb pozitiv egész N szamot, amire a
99z + 100y + 101z = N

egyenletnek egyértelmi a megoldasa a pozitiv egész szamok kozott.

2012/2. 1000 didk all egy kor mentén. Bizonyitsuk be, hogy van olyan k,
ahol 100 < k < 300, melyre a kor mentén van 2k egymast kovetd didk tgy, hogy
ugyanannyi lany van az elsé felében, mint a masodikban.

2012/3. Az ABC hegyesszogi haromszog BC' oldalan van az L pont. Az L
kozéppontt [ kor érinti AB-t B'-ben és AC-t C’'-ben. Az ABC haromszog koré
irt k kor O kozéppontja az [ kor rovidebb B'C” tvén van. Igazoljuk, hogy a k és |
koroknek két kozos pontjuk van.

2012/4. Tekintsiik a P(z) = (z +dy)(z + da) - ... - (x + dg) polinomot, ahol
dy,ds, ..., dy kilenc kiillonb6z6 egész szam. Igazoljuk, hogy létezik olyan N egész,
hogy minden N-nél nagyobb k egész esetén P(k)-nak van 20-nal nagyobb prim
osztoja.

2012/5. Legyen k a hegyesszogii ABC héaromszog koré irt kore, C' és B’
rendre az AB és AC oldalak felez6pontjai. Az A-bol indulé magassag talppontja
D, a haromszog stlypontja S. Az [ kor atmegy B’-n és C'-n, és érinti k-t az A-t6l
kiilonbo6zé E pontban.

Igazoljuk, hogy D, S és E egy egyenesen vannak.

2012/6. Az f és g fiiggvények a pozitiv egészekhez pozitiv egészeket rendel-
nek. Minden pozitiv egész n esetén

FHO ) + g7 () = F(n+1) — gln+ 1)+ 1

ahiol f(n) jelentese f(n) = f(n), f2(n) = F(f(n)), F*(n) = F(F(f (), ..

Hatérozzuk meg a feltételeknek megfelels sszes (f; g) fiiggvénypart.



